Curvas de Bezier

*QOrigen en los trabajos de Bezier y de Casteljau.

*Bezier (ingeniero en Renault) desarrolla las curvas
basandose en polinomios de Bernstein. 1966

*De Casteljau (ingeniero de Citroén) usa un desarrollo
algoritmico. 1959

Ambas teorias son equivalentes.
*El nombre de curvas de Bezier se debe a que Bezier

publicd sus trabajos, mientras que de Casteljau los
mantuvo como documentos internos.



Curvas de Bezier. Bibliografia

Desarrollaremos este tema siguiendo:

"Curves and Sufaces for CAGD. A practical guide”,
de Gerald Farin. Capitulos 3, 4 y 5.

‘PROGRAMA “DESIGN MENTOR” Copyright (c) Ching-Kuang

Shene, and John Lowther, Yuan Zhao, Yan Zhou 1997, 1998, subject to NSF
Grant General Condidtions (GC-1):

www.cs.mtu.edu/~shene/NSF-2/DM2-BETA/index.html

También es util consultar los libros:

«“3-D Computer Graphics. A Mathematical Introduction with
OpenGL”, de S. R. Buss

"Curvas y superficies para Modelado Geomeétrico”, de J. M.
Cordero y J. Cortés.



Curvas de Bezier. De Casteljau

*Busca un modo de construir curvas que respete el principio
de invarianza afin.

Principio de invarianza afin: dados los puntos py,..., p,
del plano o del espacio afin y una transformacion afin f,
buscamos un método C( ) para construir curvas a partir
de los puntos py,..., p, que cumpla

f(C(p1;---, Pn))=C(i(P4),---, {(Pn))

‘Ejemplo basico: si C( ) es el segmento que une dos puntos,
se cumple el principio de invarianza afin.
Recordar C(p4,p,)=(1-t)p,+tp,, t€[0,1].




Algoritmo de de Casteljau

*Algoritmo de de Casteljau: basado en la repeticion
sucesiva del ejemplo basico (segmento entre dos puntos).

% by'(t) bA() ... by(t)
b0 by'(t) by3(t)
b?  by,(t)

l.:)n-1 0 l.:)n-1 1 (t)
0
\ P _/

donde b?, i=0...n, son los puntos de partida y

oy (t)=(1-1)o" (t)+tby,4 (t)

I+1




La curva de Bezier (de Casteljau)

-El Ultimo paso del algoritmo anterior, b,"(t), t<[0,1],
se llama curva de Bezier y se denota B[b,,...,b,; t].

Los puntos b,,...,b, se llaman vértices de control

*El poligono formado por los vértices de control se
llama poligono de control.




Ejemplos de curvas de Bezier
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Algoritmo de de Casteljau

Ver el funcionamiento del
Algoritmo de de Casteljau con

el programa “Design Mentor”
Copyright (c) Ching-Kuang Shene, and John Lowther,
Yuan Zhao, Yan Zhou 1997, 1998,
subject to NSF Grant General Condidtions (GC-1)
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Propiedades de las curvas de Bezier
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Propiedades de las curvas de Bezier

La curva de Bezier B[b,,...,b,; t] con n+1 veértices de control
tiene grado n.

B[b,,...,b,; ] es una combinacion convexa de sus vertices
de control.

*Cumple el principio de invarianza afin.

*Esta contenida en la envolvente convexa de los vértices
de control.

« Cumple la propiedad de interpolacion en los extremos.

 Estable bajo reparametrizaciones de t.



Justificacion de las propiedades

Las curvas de Bezier se definen de modo recursivo a partir
de dos curvas de Bezier que involucran menos puntos de
control.

B[b,,...,0.; t]=(1-)B[by,..., b t]+ t B[b,,...,0.; ]

*Se puede razonar por induccion gracias a esta propiedad.

Las reparametrizaciones son un cambio de variable.

COMPROBAMOS LAS PROPIEDADES USANDO EL

PROGRAMA “DESIGN MENTOR?” copyright (c) Ching-Kuang
Shene, and John Lowther, Yuan Zhao, Yan Zhou 1997, 1998, subject to
NSF Grant General Condidtions (GC-1)




Teoria de Blossoms

La T2 de Blossoms generaliza el alg. de de Casteljau.

El Blossom de b,,...,b, se denota b[t,,...,t,] y se calcula
utilizando el algoritmo de de Casteljau (donde en cada
paso se introduce un nuevo parametro t,).

( bog bOl(t1) bOi(thtz) bon(tw""tn)\
b, b,"(t;) by=(ty,ty) \
b0 b,!(t;) ~[bit;,...t,]

bn-10 bn-1 1 (t1)
b,°

\

donde b(t;,....t)=(1-t)b" (L.t )+tb (L.t )

I+1

J



Ventaja de la T¢ de Blossoms

*Conociendo el Blossom Db[t,,...,t ] se recupera toda
la matriz de de Casteljau.

bir(t)=b[9<n-r-i>, 1 <i>, t<ﬁ>]

oo | o

(n-r-i) veces 0

| veces 1
(escribir un ejemplo)
La curva de Bezier es bft,...,t].

[ —;

N veces



Polinomios de Bernstein

«Cada | B(t)=(}) (1-t)it

*Propiedades de los polinomios de Bernstein

*B"(1)=(1-t) B"'(t)+t B"(1).

* 20" B(t)=1.

* V t€[0,1], 0< Bn(t)< 1. Ej. de grado 3




La curva de Bezier

*Dados los puntos de contro b,,..., b, la curva de Bezier
se puede calcular utilizando los polinomios de Bernstein.

B[bg,...,b,; t]=X._o" b:B"(1)

(justificacion de esta formula por induccion)

*Por las propiedades de los polinomios de Bernstein:

B[b,,...,b,;t] €s combinacion convexa de b..b,

" 1. Invarianza afin

| 2. Envolvente convexa



Otras propiedades

*Precision lineal (consecuencia de la envolvente convexa)

si b,,...,b, estan alineados, entonces
B[b,,...,b,;t] es el segmento entre b, y b,

«Cada polinomio de Bernstein tiene un unico maximo,
qgue se alcanza en t=i/n. Asi que si se modifica el valor de
b,, la curva de Bezier sufre su mayor variacion en t=i/n.

Ej: polinomios de Bernstein de grado 6




Ejemplo 1: variacion de 1 punto

El mayor cambio de la curva se produce en la zona
cercana al punto que hemos modificado



Ejemplo 2: variacion de 1 punto

*Notar que con solo modificar un punto de control, se
cambia la forma completa de la curva y sélo se mantiene
la interpolacion en los extremos.




Ejemplos de curvas y polinomios
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Base de polinomios de Bernstein

Los polinomios de Bernstein forman una base del espacio
de polinomios de grado menor o igual que n.

-Consecuencia: usando curvas de Bezier se pueden dibujar
todas las curvas polinomiales de grado < n.

-Justificacion: desarrollar las expresiones de B(t), i=0,...,n,
y escribirlas en la base {1, t, t2,...,t"}:

| e () 0
maitriz de . determinante # 0
cambio * * ( 2)
de base :




Derivadas de curvas de Bezier

-Derivada de Blb,,.....b,; t] respecto de t:

d d
~ Blb ,___,bn; =D n i —Bin
dt[o t]Zobdt (t)

derivada del polinomio
de Bernstein

Derivando cada B,"(t) y agrupando términos:

d Blby,....on; tl= n 25" (Ab) B™(t)

dt
-b. es de nuevo una
I

curva de Bezier de
un grado menos

dOnde A bi=bi

+1




Derivadas. Ejemplos

1 /.CI
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Derivadas. Propiedades

. *ent=1vale n(bn'bn-1)

jijconsecuencias en el grafico de la curva!!

Derivadas de 6rdenes superiores:

Py

Derivadas en t=0 y t=1: -,
" «ent=0 vale n(b,-by) &)\

Py

I-U.

d - 41— n! n-r ( Ar n-r
9 Biby...-byi = (b, Xio™ (4'b) Br()

.4

A" b=A""b,,
donde con Ab=b,

il o!

es de nuevo una
curva de Bezier



Derivadas. Ejemplos
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El proceso de subdivision

Supongamos que tenemos una curva de Bezier
B[by,...,b,; 1], t€[0,1]

*Subdivision: considerar t€[0,c], c< 1, y buscar nuevos
vertices de control ¢, para una nueva curva de Bezier
gue coincida con la original en t€[0,c].

Analogamente, considerar te [c,1], c< 1.

Hallar los nuevos vértices de
control usando t? de Blossoms:

Ci=b[0<n_i>,c<i>]=boi(C)

SUBDIVISION



El proceso de subdivision

Utilidad principal:

Aproximacion de una curva de Bezier por segmentos

subdividir la curva sucesivas veces hasta
gue la aproximacion por segmentos de la
y curva no diste mucho de la curva original

*habitualmente se suele subdividir a
la mitad, y de nuevo a la mitad...




El proceso de extrapolacion

Supongamos que tenemos una curva de Bezier
B[by,...,b,; 1], t€[0,1]

Extrapolacion: considerar t<[1,d], d> 1, y buscar nuevos
veértices de control d;, para una nueva curva de Bezier que
coincida con la original en t€[1,d].

EXTRAPOLACION

Hallar los nuevos vértices de
control usando t? de Blossoms:

di=b[1<">, d]=by,./(d)




Elevacion de grado

*Si tenemos varias curvas de Bezier calculadas de modo
iIndependiente, podemos querer tratarlas al mismo tiempo
Yy Nnos puede interesar que todas tengan el mismo grado.

Elevacion de grado: buscamos una curva de Bezier identica
a B[b,,...,b,; t] que esté definida con mas vértices de control
(= se eleva el grado).

A
Si queremos que la curva tenga grado n+1:

‘Nuevos vértices de control: by(",...,; b, 1.
_Se impone que ambas curvas sean iguales y se obtiene:

bi(1)= uE bi-1+ (1 - J—) bi, |=On+1

n+1 n+1




Ejemplos de elevacion de grado

Ejemplos de la misma curva, tras aplicar el proceso de
elevacion de grado.

5 / &) ; |"
4 5
grado 5 / grado 6
5
7 . g

grado 7 grado 8




Reduccion de grado

*Reduccion de grado: buscamos una curva de Bezier que
aproxime a B[b,,...,b,; t] y esté definida usando menos
vértices de control (= se reduce el grado).

(A
Si queremos que la curva tenga grado n-1:
- Nuevos vértices de control: b,9,..., b, .

Se supone que la curva B[b,,...,b,; t] se ha obtenido
. elevando el grado a B[b,,..., b, ,; t] y se obtiene:

b;{0)= ND:1 B o b, 0= nbi-(n.-i)bi(O)
n'l |
1=0,1...n-1 I=n,n-1...1

Dos formulas para hallar los b.. Se pueden combinar ambas.




Temas de ampliacion

En el capitulo 5 del libro de Farin también podemos
encontrar informacion acerca de:

*Curvas de Bezier no paramétricas
*Proyecciones (cross plots)
Integrales de curvas de Bezier

Forma baricéntrica de una curva de Bezier



Ejercicios

Trabajo obligatorio para entregatr:

Ejercicio 1: Lee la seccion VII.3 del libro de Buss sobre el proceso de subdivision
en curvas de Bezier de grado 3 y sus aplicaciones, y haz un resumen.

Ejercicio 2: utiliza el programa Design Mentor para dibujar las iniciales de tu nombre
y tus apellidos mediante trozos de curvas de Bezier.

La entrega se realizara como maximo el 8 de mayo de 20009.




