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MecMecáánica de hnica de h áápticos: PHANToM OMNipticos: PHANToM OMNi

�� A gira alrededor del eje Y definiendo el A gira alrededor del eje Y definiendo el áángulongulo θθ11. B gira . B gira 
alrededor del eje X definiendo el alrededor del eje X definiendo el áángulongulo θθ22. C gira alrededor . C gira alrededor 
del eje Xdel eje X’’ relativo definiendo el relativo definiendo el áángulongulo θθ33. . 

�� D, E y F son ejes ortogonales situados en el Elemento Final y D, E y F son ejes ortogonales situados en el Elemento Final y 
son son áángulos Gimbal.ngulos Gimbal.
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
•Sistema de coordenadas ortogonales.

•Dados dos sistemas de coordenadas ortogonales
siempre existe un giro y una traslación que
relacionan las medidas de esos dos sistemas de 
coordenadas.

•Vectores unitarios.

•Determinación de coordenadas respecto al 
sistema de referencia escogido.
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia

•Un sistema de referencia se define por un 
conjunto (O, E) más un punto P del espacio 
[Bar97]. 

•El primer elemento O es un punto de referencia, 
normalmente perteneciente a un objeto físico, a 
partir del cual se consideran las coordenadas de 
posición de un punto P (o un sólido rígido). 
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
•El elemento E es un conjunto de ejes de 
coordenadas. Los ejes de coordenadas tienen como 
origen de coordenadas en el punto de referencia O, 
y sirven para determinar la dirección y el sentido 
del cuerpo en movimiento (o expresar respecto a 
ellos cualquier otra magnitud física vectorial o 
tensorial).

•También hay que considerar el origen en el 
tiempo, un instante a partir del cual se mide el 
tiempo, durante el cual, la posición del punto P, y 
por tanto del sólido que representa, va variando.
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia

•En cinemática el origen temporal coincide 
habitualmente con el inicio del movimiento que se 
estudia.

•Los elementos: punto de referencia, ejes de 
coordenadas y origen temporal, forman el sistema 
de referencia. Para poder utilizar un sistema de 
referencia debemos determinar la escala de las 
coordenadas, escogiendo una determinada 
magnitud espacial, temporal.
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia

•Sistemas de 
referencia solidarios 
a cada articulación.

•Observadores.

•Referencias de 
Ángulos absolutos y 
relativos. 
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
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ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

.



ManipulaciManipulacióón y Control de n y Control de 
Dispositivos HDispositivos Háápticospticos 1313

ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

RollYaw
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ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

.
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ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

•Roll (Alabeo): 
movimiento 
respecto del 
eje 
longitudinal.
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ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

•Pitch (cabeceo): 
Movimiento respecto 
del eje lateral
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ÁÁngulos de rotacingulos de rotacióónn

Yaw (Guiñada). Giro del 
objeto respecto del eje 
imaginario vertical que 
pasa por el centro de 
gravedad.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

�� Para un dispositivo hPara un dispositivo hááptico se pueden definir las ptico se pueden definir las 
siguientes zonas de trabajo:siguientes zonas de trabajo:

–– ÁÁrea de Trabajo Nominal.rea de Trabajo Nominal.
–– ÁÁrea de Trabajo Real.rea de Trabajo Real.
–– ÁÁrea de Trabajo de la Aplicacirea de Trabajo de la Aplicacióón. n. 
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Espacio de trabajo nominal:Espacio de trabajo nominal:

�� Es el volumen en el cual el fabricante del Es el volumen en el cual el fabricante del 
dispositivo garantiza la precisidispositivo garantiza la precisióón y realimentacin y realimentacióón n 
de fuerza especificada en la hoja de de fuerza especificada en la hoja de 
caractercaracteríísticas. sticas. 



ManipulaciManipulacióón y Control de n y Control de 
Dispositivos HDispositivos Háápticospticos 2020

ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Por ejemplo, en el caso del dispositivo hPor ejemplo, en el caso del dispositivo hááptico ptico 

PHANToM OMNi se trata de un prisma rectangular PHANToM OMNi se trata de un prisma rectangular 
de dimensiones (160 Ancho, 120 Alto, 70 de dimensiones (160 Ancho, 120 Alto, 70 
Profundidad) mm.Profundidad) mm.

�� Se encuentra situado  a una cierta distancia del Se encuentra situado  a una cierta distancia del 
dispositivo, la distancia depende del punto de dispositivo, la distancia depende del punto de 
referencia escogido, en el caso de elegir el referencia escogido, en el caso de elegir el 
inkwellinkwell es de d=55mm y h= 35mm aprox.es de d=55mm y h= 35mm aprox.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Espacio de trabajo real. Espacio de trabajo real. 

�� Se trata del volumen que es posible recorrer con Se trata del volumen que es posible recorrer con 
el extremo del manipulador. el extremo del manipulador. 

�� Normalmente es bastante mayor al espacio de Normalmente es bastante mayor al espacio de 
trabajo nominal.trabajo nominal.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� No obstante este espacio real incluye zonas No obstante este espacio real incluye zonas 

marginales donde el comportamiento del marginales donde el comportamiento del 
dispositivo puede ser inaceptable para algunas dispositivo puede ser inaceptable para algunas 
aplicaciones o ademaplicaciones o ademáás de inestable.s de inestable.

�� Debe calcularse a partir de las caracterDebe calcularse a partir de las caracteríísticas sticas 
reales del dispositivo (longitud de los eslabones reales del dispositivo (longitud de los eslabones 
de la cadena cinemde la cadena cinemáática, rangos mtica, rangos mááximos de las ximos de las 
articulaciones).articulaciones).
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

�� Ejemplo: PHANToM OMNiEjemplo: PHANToM OMNi

�� De acuerdo a los rangos de los De acuerdo a los rangos de los áángulo ngulo θθ11, , θθ22 y y 
θθ33 se puede describir la curva mse puede describir la curva mááxima que el xima que el 
extremo del manipulador puede alcanzar en el extremo del manipulador puede alcanzar en el 
plano YZ  (Espacio Real).plano YZ  (Espacio Real).

�� Rango de valores de Rango de valores de θθ11 de de --5050ºº a 55a 55ºº..

�� Rango de valores de Rango de valores de θθ22 de 0de 0ºº a 105a 105ºº..

�� Valores de Valores de θθ33 dependen de los de dependen de los de θθ22..
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

11060105

1145090

1144080

1132060

1121050

110040

105-930

90-1515

65-200

θ3 maxθ3 minθ2
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

� Teniendo en cuenta el rango de θ1, θ2 y θ3 se 
traza la curva que define el alcance máximo del 
extremo del manipulador como envolvente de 
todos los puntos que se pueden alcanzar en el 
plano (Espacio Real-ER).

� Esta envolvente es el subvolumen físico del 
espacio real en el que nuestro dispositivo puede
trabajar.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

�� Espacio de trabajo de la aplicaciEspacio de trabajo de la aplicacióón.n.

�� Si se define una determinada simulaciSi se define una determinada simulacióón n 
virtual, es el volumen de uso de la virtual, es el volumen de uso de la 
aplicaciaplicacióón. El entorno virtual seleccionado.n. El entorno virtual seleccionado.

�� Por tanto, para un mismo dispositivo Por tanto, para un mismo dispositivo 
hhááptico, con las mismas ptico, con las mismas ááreas de trabajo reas de trabajo 
nominal y real, es diferente dependiendo nominal y real, es diferente dependiendo 
de la simulacide la simulacióón que se estn que se estéé realizando, realizando, 
de la tarea implementada en cada de la tarea implementada en cada 
ocasiocasióón.n.



ManipulaciManipulacióón y Control de n y Control de 
Dispositivos HDispositivos Háápticospticos 3333

ÁÁreas de trabajoreas de trabajo

�� Es posible incorporar restricciones que Es posible incorporar restricciones que 
impidan que podamos salir de ese entorno impidan que podamos salir de ese entorno 
virtual. Por ejemplo servirtual. Por ejemplo seríía el espacio de a el espacio de 
trabajo usado por un cirujano dentro de trabajo usado por un cirujano dentro de 
una rodilla en una simulaciuna rodilla en una simulacióón de cirugn de cirugíía a 
mmíínimamente invasiva.nimamente invasiva.

�� La importancia de la forma y el tamaLa importancia de la forma y el tamañño o 
del AA para el objetivo de obtener un del AA para el objetivo de obtener un 

correcto funcionamiento del dispositivo.correcto funcionamiento del dispositivo.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Debemos distinguir conceptualmente que Debemos distinguir conceptualmente que 

el espacio de la aplicaciel espacio de la aplicacióón es un concepto n es un concepto 
del mundo virtual, mientras que el espacio del mundo virtual, mientras que el espacio 
real es un concepto del mundo real.real es un concepto del mundo real.

�� Tanto el AA como el AN son subconjuntos Tanto el AA como el AN son subconjuntos 
de AR. No obstante, si no se definen de AR. No obstante, si no se definen 
restricciones en el espacio de trabajo restricciones en el espacio de trabajo 
virtual, que correspondervirtual, que corresponderíía con AA, a con AA, ééste ste 
coincidircoincidiríía con AR. a con AR. 
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Contamina la percepciContamina la percepcióón de inmersin de inmersióón, dada la n, dada la 

posibilidad de que navegando por el espacio posibilidad de que navegando por el espacio 
virtual encontremos un lvirtual encontremos un líímite del espacio real mite del espacio real 
(el extremo del rango de uno de los grados de (el extremo del rango de uno de los grados de 
libertad), esto es, del llibertad), esto es, del líímite de la zona de mite de la zona de 
trabajo real AR del dispositivo trabajo real AR del dispositivo hháápticoptico..

�� En el mundo virtual no puede haber colisiones En el mundo virtual no puede haber colisiones 
con objetos o lcon objetos o líímites del mundo real. mites del mundo real. 

�� PPéérdida de rdida de inmersiinmersióón.n.
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ÁÁreas de trabajoreas de trabajo
�� Si la aplicaciSi la aplicacióón va a requerir un espacio de la n va a requerir un espacio de la 

simulacisimulacióón reducido (entrenador de artroscopia n reducido (entrenador de artroscopia 
de hombro) en este caso es posible que nos de hombro) en este caso es posible que nos 
movamos en un cubo de 50 mm de lado. movamos en un cubo de 50 mm de lado. 

�� El sistema El sistema óóptimo serptimo seráá el encaje ese cubo que el encaje ese cubo que 
representa el espacio de trabajo de la representa el espacio de trabajo de la 
aplicaciaplicacióón  en la parte del espacio en la que el n  en la parte del espacio en la que el 
dispositivo hdispositivo hááptico proporciona sus mejores ptico proporciona sus mejores 
prestaciones.prestaciones.
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Impedancia vs. Admitancia Impedancia vs. Admitancia 

�� Control de un dispositivo hControl de un dispositivo hááptico: control de ptico: control de 
impedancia o admitancia.impedancia o admitancia.

–– ImpedanciaImpedancia: el usuario mueve el : el usuario mueve el 
dispositivo, y el dispositivo reaccionardispositivo, y el dispositivo reaccionaráá con con 
una fuerza si es necesario. Esta es la una fuerza si es necesario. Esta es la 
interacciinteraccióón bn báásica entre el usuario y el lazo sica entre el usuario y el lazo 
de control. de control. 

–– El paradigma es: "el desplazamiento entra El paradigma es: "el desplazamiento entra --
la fuerza sale". Ej. PHANToM.la fuerza sale". Ej. PHANToM.
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Impedancia vs. Admitancia Impedancia vs. Admitancia 

�� Control de un dispositivo hControl de un dispositivo hááptico: control de ptico: control de 
impedancia o admitancia.impedancia o admitancia.

–– AdmitanciaAdmitancia: el dispositivo mide las fuerzas : el dispositivo mide las fuerzas 
que el usuario ejerce sobre que el usuario ejerce sobre éél, y reacciona l, y reacciona 
con el movimiento (la aceleracicon el movimiento (la aceleracióón, la n, la 
velocidad, la posicivelocidad, la posicióón). n). 

–– El paradigma es: "fuerza entra El paradigma es: "fuerza entra --
desplazamiento sale". Ej.: HapticMaster.desplazamiento sale". Ej.: HapticMaster.
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ImpedanciaImpedancia

�� El caso que encontraremos con mEl caso que encontraremos con máás frecuencia s frecuencia 
serseráá el de la impedancia, el flujo de control el de la impedancia, el flujo de control 
incluirincluiráá los siguientes eventos:los siguientes eventos:

–– Sensores de desplazamiento recogen el Sensores de desplazamiento recogen el 
movimiento.movimiento.

–– EnvEnvíío mediante driver de este  o mediante driver de este  
desplazamiento al simulador software.desplazamiento al simulador software.

–– Simulador identifica si hay colisiSimulador identifica si hay colisióón o no y n o no y 
de que magnitud.de que magnitud.
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ImpedanciaImpedancia

–– Se envSe envíía sea seññal al driver.al al driver.

–– Driver ordena al hDriver ordena al hááptico mantener una ptico mantener una 
determinada posicideterminada posicióón.n.

–– HHááptico hace la fuerza necesaria para ptico hace la fuerza necesaria para 
mantener esa posicimantener esa posicióón.n.
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PasividadPasividad

�� Es un concepto de estabilidad del sistema Es un concepto de estabilidad del sistema 
en el que se compara la energen el que se compara la energíía que se a que se 
disipa y la que se almacena en el sistema.disipa y la que se almacena en el sistema.

�� Un sistema es estable si:Un sistema es estable si:
Tasa de disipaciTasa de disipacióón de energn de energíía>Tasa de a>Tasa de 

almacenamiento de energalmacenamiento de energíía.a.
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Grados de libertadGrados de libertad
–– Un cuerpo aislado en el espacio libre de ligaduras, puede Un cuerpo aislado en el espacio libre de ligaduras, puede 

desplazarse libremente en un movimiento que se puede desplazarse libremente en un movimiento que se puede 
descomponer en 3 descomponer en 3 rotacionesrotaciones y 3 y 3 traslacionestraslaciones geomgeoméétricas tricas 
independientes (traslaciones y rotaciones respecto de ejes independientes (traslaciones y rotaciones respecto de ejes 
fijos de un sistema de referencia escogido).fijos de un sistema de referencia escogido).

–– En un mecanismo, cada uno de sus componentes En un mecanismo, cada uno de sus componentes 
(eslabones del mecanismo) se haya unido a uno o varios (eslabones del mecanismo) se haya unido a uno o varios 
eslabones meslabones máás. Esto supone la restriccis. Esto supone la restriccióón de algunos n de algunos 
movimientos Se conocen como movimientos Se conocen como grados de libertadgrados de libertad los los 
diferentes movimientos independientes que adiferentes movimientos independientes que aúún asn asíí es es 
posible efectuar.posible efectuar.
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Grados de libertadGrados de libertad
DefiniciDefinicióónn

–– TambiTambiéén se definen los n se definen los grados de libertadgrados de libertad como el como el 
nnúúmero mmero míínimo de nimo de velocidades velocidades necesarias para necesarias para 
caracterizar el estado cinemcaracterizar el estado cinemáático de un tico de un mecanismomecanismo. . 

–– El nEl núúmero de grados de libertad coincide con el mero de grados de libertad coincide con el 
nnúúmero de ecuaciones necesarias para describir el mero de ecuaciones necesarias para describir el 
movimiento. movimiento. 

–– Podemos calcular, en mecanismos planos, cuyo Podemos calcular, en mecanismos planos, cuyo 
movimiento tiene lugar smovimiento tiene lugar sóólo en dos dimensiones, el lo en dos dimensiones, el 
nnúúmero de grados de libertad atendiendo al mero de grados de libertad atendiendo al criterio de criterio de 

GrGrüüblerbler--KutzbachKutzbach::
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Grados de libertadGrados de libertad

GL= 3 (nGL= 3 (n--1) 1) --2j1 2j1 --2j22j2

donde:donde:
GLGL: Grados de libertad del mecanismo.: Grados de libertad del mecanismo.
nn: N: Núúmero de elementos de un mecanismo.mero de elementos de un mecanismo.
jj1: N1: Núúmero de articulaciones de 1 grado de libertad.mero de articulaciones de 1 grado de libertad.
jj2: N2: Núúmero de articulaciones de 2 grados de libertad.mero de articulaciones de 2 grados de libertad.

(eliminando los enlaces redundantes).(eliminando los enlaces redundantes).
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Grados de libertadGrados de libertad
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Grados de libertadGrados de libertad
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MecMecáánica de hnica de h áápticos: PHANToM OMNipticos: PHANToM OMNi

�� A gira alrededor del eje Y definiendo el A gira alrededor del eje Y definiendo el áángulongulo θθ11. B gira . B gira 
alrededor del eje X definiendo el alrededor del eje X definiendo el áángulongulo θθ22. C gira alrededor . C gira alrededor 
del eje Xdel eje X’’ relativo definiendo el relativo definiendo el áángulongulo θθ33. . 

�� D, E y F son ejes ortogonales situados en el Elemento Final y D, E y F son ejes ortogonales situados en el Elemento Final y 
son son áángulos Gimbal que obviamos en este estudio.ngulos Gimbal que obviamos en este estudio.
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Grados de libertadGrados de libertad

•Definimos los tres ángulos θ1, θ2 y θ3  obviando los tres 
ángulos gimbal, que determinan sólo la orientación del 
stylus. 

•Los ángulos θ2 y θ3 están determinados por las piezas B 
y C. El ángulo θ2 indica la inclinación de la pieza B 
respecto a un plano horizontal XZ, mientras que θ3 
determina la inclinación del la pieza C respecto al eje 
vertical Y.

�� Un caso real: PHANToM OMNi.Un caso real: PHANToM OMNi.
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Grados de libertadGrados de libertad

•Existe simetría cilíndrica cinemática de acuerdo a 
los diferentes valores del ángulo θ1 [Yos90]. 

•Debido al diseño mecánico del dispositivo el 
rango de θ3 no es constante y depende del valor 
de θ2 y del ángulo entre los brazos (l1-l2). 

�� Un caso real: PHANToM OMNi.Un caso real: PHANToM OMNi.
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Grados de libertadGrados de libertad
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Grados de libertadGrados de libertad

.

�� Grados de Libertad con Grados de Libertad con 
realimentacirealimentacióón de n de 
fuerzafuerza
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Cadena cinemCadena cinemááticatica
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Cadena cinemCadena cinemááticatica
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Cadena cinemCadena cinemááticatica
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Cadena cinemCadena cinemááticatica
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CinemCinemááticatica
CinemCinemáática Directa (Manipulador tipo PUMA. tica Directa (Manipulador tipo PUMA. ej.ej.

OMNi) OMNi) [Cav02] [Cav01] [Rod05][Cav02] [Cav01] [Rod05]..

�� El objetivo es calcular la matriz que define el El objetivo es calcular la matriz que define el 
comportamiento del dispositivo en funcicomportamiento del dispositivo en funcióón de n de 
cada uno de los cada uno de los áángulos de cada articulacingulos de cada articulacióón n θθii..

�� La expresiLa expresióón de la posicin de la posicióón del extremo del n del extremo del 
Manipulador en coordenadas cartesianas en Manipulador en coordenadas cartesianas en 
funcifuncióón de los n de los áángulos de las articulaciones ngulos de las articulaciones θθii
es:es:

( )
321 ,,),,( θθθFzyx =
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CinemCinemááticatica

�� Se trata por tanto de definir la matriz de Se trata por tanto de definir la matriz de 
transformacitransformacióón T04 (n T04 (θθ) del dispositivo desde ) del dispositivo desde 
CSO (centro del origen de coordenadas) hasta el CSO (centro del origen de coordenadas) hasta el 
extremo del manipulador.  extremo del manipulador.  

�� En nuestro caso el origen del CSO se encuentra En nuestro caso el origen del CSO se encuentra 
en el centro del elemento A, punto donde se en el centro del elemento A, punto donde se 
cortan los ejes de giro de cortan los ejes de giro de θθ1 y 1 y θθ2.2.

�� Cuando esta matriz de transformaciCuando esta matriz de transformacióón estn estéé
disponible la derivada parcial de T04 (disponible la derivada parcial de T04 (θθ) ) 
respecto de respecto de θθ1,2,3  producir1,2,3  produciráá la matriz la matriz 
Jacobiana. Jacobiana. 
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Sistemas de ReferenciaSistemas de Referencia
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CinemCinemááticatica

�� Se realizar una secuencia de Se realizar una secuencia de 
transformacitransformacióón desde el CSO hasta el EE n desde el CSO hasta el EE 
(End Effector(End Effector--extremo del manipulador) extremo del manipulador) 
atravesando la cadena de cinematravesando la cadena de cinemáática tica 
CSOCSO--CS1CS1--CS2CS2--CS3CS3--EE. EE. 

�� CS1 es el sistema de coordenadas CS1 es el sistema de coordenadas 
asociado al elemento A; CS2 es el sistema asociado al elemento A; CS2 es el sistema 
de coordenadas asociado al elemento B; de coordenadas asociado al elemento B; 
CS3 es el sistema de coordenadas CS3 es el sistema de coordenadas 
asociado al elemento C. asociado al elemento C. 
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CinemCinemááticatica
�� La matriz de transformaciLa matriz de transformacióón de CSO a CS2 excluyendo el n de CSO a CS2 excluyendo el 

giro giro θθ2.2.

T02 =T02 =

�� Incluyendo Incluyendo θθ2 obtenemos la matriz de transformaci2 obtenemos la matriz de transformacióón n 
entre CS2 y CS3entre CS2 y CS3

T23=T23=





















−
1000

0)1cos(θ0)1sin(θ

0010

0)1sin(θ0)1cos(θ





















−
1000

)2cos(1)3cos()3sin(0

)2sin(1)3sin()3cos(0

0001

θθθ
θθθ

l

l
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CinemCinemááticatica
�� Por lo tanto la matriz de transformaciPor lo tanto la matriz de transformacióón de CSO a CS3:n de CSO a CS3:

T03 = T02 T23T03 = T02 T23

�� La traslaciLa traslacióón de la articulacin de la articulacióón CS3 a EEn CS3 a EE::

T34=T34=





















−

1000

0100

010

0001

2l
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CinemCinemááticatica
�� Por lo tanto la matriz de transformaciPor lo tanto la matriz de transformacióón n 

de CSO a CS4:de CSO a CS4:

T04 = T03 T34T04 = T03 T34

�� Por lo tanto la matriz de transformaciPor lo tanto la matriz de transformacióón n 
del sistema es:del sistema es:

T04 =T04 =




















+−−
+−

+−

1000

)sin()cos()cos()cos()cos()cos()sin()cos()sin(

)sin()cos()sin()cos(0

)sin()sin()sin()cos()sin()cos()sin()sin()cos(

31221131311

213233

31212113311

θθθθθθθθθ
θθθθ

θθθθθθθθθ

ll

ll

ll
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CinemCinemááticatica
Donde la RotaciDonde la Rotacióón y traslacin y traslacióón corresponden con:n corresponden con:
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CinemCinemááticatica
CinemCinemáática Inversa (Manipulador tipo PUMA) tica Inversa (Manipulador tipo PUMA) 

[Cav02] [Cav01] [Rod05][Cav02] [Cav01] [Rod05]..

�� Este estudio  consiste en la expresiEste estudio  consiste en la expresióón de n de 
los los áángulos ngulos θθii de cada articulacide cada articulacióón en n en 
funcifuncióón de la posicin de la posicióón del  EE en n del  EE en 
coordenadas cartesianas:coordenadas cartesianas:

( )zyxI ,,),,( 321 =θθθ
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CinemCinemááticatica
CinemCinemáática tica 

InversaInversa
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CinemCinemááticatica

Teorema del coseno Teorema del coseno ((cuadrado del lado opuesto a un cuadrado del lado opuesto a un áángulo ngulo 
agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos ladosagudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados
menos el doble producto de ellos por el coseno del menos el doble producto de ellos por el coseno del áángulo ngulo 
comprendidocomprendido).).

bb22 = c= c22 + a+ a22 --2 a c 2 a c ·· cos (B)cos (B)
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CinemCinemááticatica
CinemCinemáática tica 

InversaInversa
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CinemCinemááticatica

Velocidad angularVelocidad angular
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MatrizMatriz JacobianaJacobiana

Dada una funciDada una funcióón F: Rn F: Rnn →→ RRmm con m componentes ycon m componentes y11 a a yymm
cada uno de ellos con n variables independientes xcada uno de ellos con n variables independientes x11 a a 
xxnn, el Jacobiano es la matriz de derivadas parciales de , el Jacobiano es la matriz de derivadas parciales de 
cada cada yyii respecto de cada una de las  respecto de cada una de las  xxii..

generalizando

nx

my

x

my

nx

y

x

y

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

...

1

.....

1...

1

1
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MatrizMatriz JacobianaJacobiana
�� El Jacobiano es una matriz construida en dos partes. La El Jacobiano es una matriz construida en dos partes. La 

mitad superior representa la relacimitad superior representa la relacióón que existe entre n que existe entre 
las velocidades lineales del extremo del manipulador las velocidades lineales del extremo del manipulador 
con la velocidad angular de cada una de las con la velocidad angular de cada una de las 
articulaciones, simplificado en la ecuaciarticulaciones, simplificado en la ecuacióón:n:

V=JV=Juu ·· ddθθ//dtdt

�� La mitad inferior de la matriz representa la relaciLa mitad inferior de la matriz representa la relacióón que n que 
existe entre la velocidad angular del extremo del existe entre la velocidad angular del extremo del 
manipulador con la velocidad angular de cada uno de manipulador con la velocidad angular de cada uno de 
las articulaciones: las articulaciones: 

ωω = = JJll ·· ddθθ//dtdt
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MatrizMatriz JacobianaJacobiana

•La matriz Jacobiana es de gran ayuda en el análisis y 
el control del movimiento de un manipulador en cuanto 
a la determinación de configuraciones singulares.

• En las cercanías de un punto singular, para un 
pequeño cambio de posición sería necesario una energía 
(en fuerza o momento)  muy elevada.

• En las cercanías de un punto singular existen 
configuraciones desde las cuales algunas direcciones 
son inalcanzables, por lo tanto el jacobiano nos indica 
zonas donde no estamos interesados que el dispositivo 
trabaje.
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MatrizMatriz JacobianaJacobiana
En el caso del manipulador tipo PUMA, la matriz superior del 
jacobiano Ju tiene la forma de J (3xn) siendo n el número de 
grados de libertad y función de las θi, es decir de todas las 
articulaciones que consideramos que son las que tienen 
realimentación de fuerza [Mur92]:
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Tensor de inerciaTensor de inercia

•Es un tensor simétrico que caracteriza la inercia a la 
rotación de un sólido rígido. 

•Debe estar expresado en una base ortonormal, 
produciendo una matriz simétrica. 

•Está compuesto de los momentos de inercia respecto a 
los tres ejes principales (xx, yy, zz) más tres productos 
de inercia (xy, yz, xz).
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Tensor de inerciaTensor de inercia
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Tensor de inerciaTensor de inercia

•Los elementos  Iii son los momentos de inercia respecto 
del eje i. 

•Siendo el tensor de inercia simétrico, es siempre 
diagonalizable. Siempre se puede encontrar una base de 
vectores tal que dicha matriz tenga forma diagonal. 

•Esa base de vectores definen los  ejes principales. 
Normalmente el estudio de las simetrías del sólido nos 
permite definir esos ejes.
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Tensor de inerciaTensor de inercia
•Siendo la expresión de la energía cinética en la rotación:

Erot= ½ I ω2

•Donde I es el momento de inercia del sólido y ω la 
velocidad angular; la generalización a un tensor supone la 
siguiente expresión:

Que nos permitirá estudiar el comportamiento dinámico del 
sólido.
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Tensor de inerciaTensor de inercia
•Un ejemplo real: PHANToM OMNi (fig. elemento C)
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Tensor de inerciaTensor de inercia
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Tensor de inerciaTensor de inercia
Pieza A: Esfera hueca ideal de r=60mm y de espesor e=3,5mm. 

m1 = 0,148911 Kg
Pieza B: Prisma rectangular ideal de dimensiones:

2L=160mm
2a=32mm (se ha aproximado una anchura media)
2e=18mm
m2 = 0.2025216 Kg

Pieza C: Prisma rectangular ideal de dimensiones:
2L=91mm
2a=23mm (se ha aproximado una anchura media)
2e=18mm
m3 = 0.0386159 Kg

Seleccionamos los ejes principales ortogonales al centro de masas y 
cortan las articulaciones.
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Tensor de inerciaTensor de inercia
•Momento de inercia de un paralelepípedo de lados 2L, 2a y 2e 

Ix= 1/3 m (a2+e2)
Iy= 1/3 m (L2+e2)
Iz= 1/3 m (a2+L2)

•Para la pieza B (2L=160, 2a=32, 2e=18) los valores serían:

Ix= 1/3 m2 (a2+e2)= 22.7499 Kgmm2

Iy= 1/3 m2 (L2+e2)= 437.5142 Kgmm2

Iz= 1/3 m2 (a2+L2)= 449.3279 Kgmm2

•Para la pieza C (2L=91, 2a=23, 2e=18) los valores serían:

Ix= 1/3 m3 (a2+e2)= 2.7449 Kgmm2

Iy= 1/3 m3 (L2+e2)= 27.6908 Kgmm2

Iz= 1/3 m3 (a2+L2)= 28.3505 Kgmm2
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Tensor de inerciaTensor de inercia

•Momento inercia de esfera hueca (espesor despreciable respecto a
radio R=60 mm), m1= 0,148911

Ix=Iy=Iz= 2/3 m1*R2= 2/3 * 0,148911 * 602= 357.3864 Kgmm2

•Que configuran los tensores de inercia (diagonales) de cada uno de 
los elementos del OMNi.
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DinDináámicamica
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DinDináámicamica

Siendo: 

θi el ángulo de la articulación i
mi la masa del eslabón i
Ii el momento de inercia del eslabón i (respecto al eje 

paralelo a Z que atraviesa el centro de masa)
li la longitud del eslabón i
lgi distancia entre el centro de masa del eslabón i y la 

articulación i
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DinDináámicamica
•Mecánica newtoniana.

•Mecánica de Lagrange (ecuaciones diferenciales).

•Ecuación de Lagrange del movimiento:

•Siendo K la energía cinética del sólido rígido y P su energía 
potencial, y q la variable a estudiar (en nuestro caso θ de la 
articulación).
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DinDináámicamica
Definimos para cada una de las articulaciones la energía cinética 
y potencial:
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DinDináámicamica
Aplicando la mecánica basada en Lagrange, obtenemos la 
ecuación del movimiento para cada una de las articulaciones θ1
y θ2 (Momento o torque aplicado en cada articulación) a partir 
de la función L= K1+K2-P1-P2  [Yos90]:
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DinDináámicamica
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DinDináámicamica
También podemos expresar como:
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DinDináámicamica
Donde cada término es:
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DinDináámicamica
La formulación forma matricial es inmediata:

Siendo por tanto (término relativo a la inercia):
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DinDináámicamica
Y el resto de términos (centrífuga y Coriolis):

Y debido al efecto de la gravedad:
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Control de hControl de háápticospticos
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Control de hControl de háápticospticos
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Control de hControl de háápticospticos
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Control de hControl de háápticospticos
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Control de hControl de háápticospticos
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