Universidad
Rey Juan Carlos

Escuela Superior de Ingenieria Informatica

DISENO Y ANALISIS DE ALGORITMOS

Metodologia para el desarrollo de algoritmos recursivos
finales (por cola)

Indice
1. Introduccién

2. Metodologia para disenar algoritmos recursivos por cola
2.1. Primer ejemplo: factorial . . . . . . .. ..o
2.2. Descripcion formal de la metodologia . . . . . . .. .. ... ..

2.3. La funcién factorial, pasoapaso. . . . . . . .. ... L.

3. Mas ejemplos
3.1. Suma de los primeros x nimeros naturales . . . . ... ... ..
3.2. Multiplicaciéon mediante sumas repetidas . . . . . . .. .. . ..
3.3. Determinar si un nimero natural contiene un digito impar

3.4. Suma de los elementos de un vector . . . . . . . ... ... ...

4. Ejemplos mas complicados
4.1. Eleccién de una generalizacion adecuada: factorial . . . . . . . .
4.2. La inclusién de varios parametros adicionales: cambio de base

4.3. Método con funciones que admiten recursividad multiple: niime-
ros de Fibonacci . . . . . . . ...

4.4. Metodologia aplicada cuando se desconoce una férmula para la
funcién: paridad de un ndmero. . . . . . ... ... L.



int fact_lineal(int x){ int f_final(int x, int y){ int fact_iterativo(int x){

if (x==0) if (n==0) int y=1;
return 1; return y;
else else while (x>0){
return x*fact_lineal(x-1); return f_final(x-1,x*y); y = y*x;
} } x = x-1;
}
int fact_final(int x){ return y;
return f_final(x,1); }
}
fact_lineal (4) f final(4,1) fact_iterativo(4)
[ X [ y [ resultado ] [ X [ y [ resultado ]
4 24 4 1 24 4 1 -
3 6 3 4 24 3 4 -
2 2 2 12 24 2 12 -
1 1 1| 24 24 1| 24 -
0 1 0| 24 24 0| 24 24

(a) (b) (c)

Figura 1: Funcién factorial. Implementacién recursiva lineal no-final (a), final
o por cola (b), e iterativa (c).

1. Introduccion

Existe una relacion estrecha entre la recursividad final (también denomi-
nada “por cola”) y la iteracién. Resulta relativamente sencillo transformar
un algoritmo recursivo final a su equivalente iterativo, y esto lo aprovechan
algunos compiladores para generar codigo algo mas eficiente.

A la hora de disenar algoritmos recursivos por cola, la estrecha relacion con
la iteracién también es clara. Al ser habitual el uso de determinados parame-
tros como variables acumuladoras, la forma de pensar sobre estos algoritmos
estd asociada a los valores que van tomando las variables, y en la secuencia
en la que se llevan a cabo las instrucciones del programa. En otras palabras,
el diseno de algoritmos recursivos por cola puede estar mas relacionado con el
paradigma imperativo (el cual describe la programacién en términos del estado
del programa y sentencias que cambian dicho estado), que en el declarativo o
funcional (donde las sentencias principalmente describen el problema que se
quiere solucionar).

Esto se ilustra en la Fig. 1, donde se puede apreciar como el pardmetro y
de la funciéon f_final va acumulando un resultado parcial, y realiza el mis-
mo propdsito que la variable y en la funcién fact_iterativo. Por tanto, si
analizamos los valores de x e y en ambos algoritmos tras realizar una llamada
recursiva o una iteracion del bucle, éstos coinciden, como se aprecia en las
respectivas tablas.



2. Metodologia para disenar algoritmos recur-
sivos por cola

A continuacién se describe una metodologia para desarrollar algoritmos
recursivos por cola utilizando:

= El paradigma declarativo
= El concepto de generalizacion de funciones

El método pretende que el disenador evite pensar de manera imperativa.

2.1. Primer ejemplo: factorial

El siguiente apartado describe formalmente la metodologia. No obstante,
empezamos viendo un primer ejemplo. Considérese la funcién factorial:

glx) =xt  ¢(0) =1

Una definicién recursiva natural seria g(z) = x - g(x — 1). Sin embargo, ésta
conduciria a un algoritmo recursivo no-final, dado el producto que aparece en
la férmula.

Por tanto, para usar la recursividad por cola es necesario definir, en primer
lugar, una nueva funcién recursiva f(z,y), anadiendo un nuevo parametro
y. La funcién f, por tanto, se puede ver como una generalizacién de g,
que tendra su propia expresion. Existen varias generalizaciones posibles, por
ejemplo:

x!
y - ! — (x!)? Y+ !
Y
Donde seria posible recuperar el valor del factorial de x tomando y = 1 en
las tres primeras generalizaciones, e y = 0 en la tultima. Naturalmente es

conveniente que vuelva a aparecer x! en la expresion, y es necesario incorporar y
de alguna manera. En este caso, como el factorial involucra productos podemos
elegir la primera, por lo que consideramos:

fx,y) =y - ! (1)

A continuacién, para aplicar la recursividad, es necesario considerar uno o
varios casos base, y una simplificacion de la funcién hacia dichos casos

base. El caso trivial natural para la funcién factorial es 0! = 1. Por tanto,
segtin (1) tenemos como caso base:
fOy) =y (2)



Por otro lado, nos acercariamos al caso base restando una unidad al parametro
x en la expresién recursiva. Por tanto, la simplificacién de f(z,y) hacia el caso
base serfa f(xz — 1,z), donde ahora desconocemos el valor del segundo
parametro.

Finalmente, al tratarse de una funcion recursiva por cola, la expresion re-
cursiva consiste en llamar de nuevo a la propia funcién con otros parametros,
sin realizar ninguna operacion adicional. Es decir, tendriamos:

f(m,y>:f($—1,z) (3)
Aplicando la definicién de nuestra funcién general (1) tenemos:
fley)=y-al=z- (-1 = flx —1,2)

de donde podemos despejar el valor que deberia tener el parametro adicional
z de la igualdad central, que en este caso es:

z=x-y (4)

Este proceso se puede explicar mediante el siguiente diagrama grafico:

f(z,y) — y -l
I I =2Z2=Y'x
fle—=1,2) —  z-(xz-—1)

Por ltimo, sustituyendo (4) en (3), y considerando el caso base (2), la
funcién recursiva por cola resultante es

|y six=0
f(x’y)_{f(:v—l,x-y) siz>0

donde z! = g(z) = f(x,1), que es el algoritmo descrito en la Fig. 1(b), y
que resulta facil pasarlo a una versién iterativa (c). Es importante ver que el
parametro y adicional aparece como consecuencia de aplicar el concepto de
generalizacién, y no como una variable acumuladora.



2.2,

Descripcion formal de la metodologia

La metodologia para disenar una funcién recursiva final o por cola f, que
es una generalizacion de alguna funcién g, consiste en los siguientes pasos:

1.

2.3.

Obtener una férmula matematica o légica de g(X), donde X es un con-
junto de pardametros. Por otro lado, sea Y = 0.

. Anadir un parametro al conjunto Y, y proponer una nueva funcion

f(X,Y), que sea una generalizacién de g(X), incorporando los pardme-
tros de Y a la féormula de para g.

. Establecer los casos base para la funcién f, en funcién de los casos base

de g.

Escoger una simplificacién X de X hacia los casos base de g.

. Formar la ecuacién f(X,Y) = f(X,Z), donde Z reemplaza a Y y es

desconocida.

. Despejar el valor de Z para que se cumpla la igualdad. Si no es posible

encontrar dicho Z volver a los pasos 1, 2, 6 3.

. Habiendo obtenido Z, definir la funcién recursiva final incorporando los

casos base y el recursivo.

. Establecer los valores de los pardmetros en Y de tal forma que g(X) =

F(X,Y).

La funcién factorial, paso a paso

A continuacién se presenta el uso de la metodologia tal y como se ha descrito
en el punto 2.2 con la funcién factorial:

1.

La funcién factorial sélo tiene un pardmetro, con lo cual X = {z}. Por
otrolado. Y = (). La funcién ¢ factorial puede definirse matemadticamente
de varias maneras:

g(x) = x!

g(x) = H 1!



o simplemente:
gx)y=z-(z—-1)-...-2-1

Podriamos elegir cualquiera de las tres. La primera es compacta y clara,
con lo cual la escogemos. En este momento no es necesario tener en
cuenta la definicién de los casos base.

. Anadimos un nuevo parametro y al conjunto Y, y proponemos una ge-
neralizacién de g(X), anadiendo y a la férmula:

fXY) = flz,y) =y -a!

. El caso base para g(z) es g(0) = 1, es decir, cuando x = 0, con lo cual el
caso base para f es

f(0,y) =y

. Escogemos una simplificacién X de X hacia los casos base de g. En este
caso, el unico pardametro de X es x, donde tomando el valor x — 1 nos
acercamos al caso base.

. Formamos la ecuacién f(X,Y) = f(X, Z):

fle,y)=y-zl=z-(x—1) = f(r—1,2)

. Despejamos el valor de z
z=x-y

Todo este proceso se puede visualizar de la siguiente manera:

fz,y) — y- !
I I =>z=y-x
flx—1,2) —  z-(xz—1)!

Como hemos podido despejar z continuamos al siguiente punto.

. Definimos la funcién recursiva final incorporando los casos base y el re-

cursivo:
|y six=0
f(x’y)_{f(:c—l,x-y) siz >0

. Finalmente, establecemos el valor del parametro introducido ¢ en la fun-

cién general para poder calcular el factorial. En este caso, y = 1, que-
dando:

2l = g(2) = f(a,1)



3. Mas ejemplos

En esta seccion se ilustra el uso de la metodologia para disenar funciones
recursivas finales que tradicionalmente se cubren en cursos de programacion.

3.1. Suma de los primeros x nimeros naturales

Este ejemplo es muy similar al del factorial, donde aparece una generaliza-
ci6én diferente. En este caso, g(z) se puede escribir como

g(z) = Z%

Como la férmula contiene un sumatorio elegimos la siguiente generalizacién:
xX
flay)=y+) i
i=1

El caso base para este ejemplo es ¢g(0) = 0. Por tanto, la simplificacién hacia
el caso base debe reducir argumento. De esta manera, podemos decrementar
el valor de z en una unidad (z — 1), y la llamada recursiva seria f(x,y) =
f(z —1,2) con pardmetro z desconocido. El proceso para hallar la expresién
recursiva es:

I I = zZ=yY+x
flz—=1,2) — Z—O—Zf:_lli

Donde es facil despejar el valor de z = y + x. Finalmente, junto con el caso
base el algoritmo recursivo final es:

|y siz=0
f(x’y)_{f(a:—l,x+y) siz>0

donde Y7 i =g(z) = f(z,0).



3.2. Multiplicacién mediante sumas repetidas

Considérese g(a,b) = a-b = Y0, a, donde b € N. Aqui la funcién tam-
bién contiene un sumatorio, por lo que podemos elegir como generalizacién
fla,b,y) =y + Z;’:l a. Una simplificacién natural hacia el caso base consiste
en decrementar el valor de b en una unidad. Por tanto, el proceso es:

flaby)  —  y+Xa
I I = z=y+a

flab=12)  —  y+3ija
y el algoritmo se puede obtener facilmente incorporando el caso base:

oy sib=0
f(a’b’y)_{f(a,b—l,y+a) sib>0

donde a - b = g(a,b) = f(a,b,0)

3.3. Determinar si un niimero natural contiene un digi-
to impar

Considérese un numero natural x expresado en base 10, es decir, z =
(dmdm—1---dido)10 = Y i1vo di - 10°, donde d,, # 0 (evidentemente, el ntimero
de digitos en base 10 de x es m + 1). Ademéds, d; representa al digito i-ésimo
en base 10, donde dy corresponde a las unidades (es el menos significativo).
Por otro lado, sean div y mod operaciones que calculan el cociente y el resto,
respectivamente, de la division entera. El primer paso consiste en hallar una
expresion para la funcién:

m

g(x) = \/ odd(d;) = odd(dy,) V 0dd(dp—1) V - - V odd(do)

i=0
donde odd(d) is la funcién Booleana que se evaliia como cierta si el digito d is
impar.

La funcién general podria ser:

fla,y) =y Vv \/ odd(d;)

=0

donde y es una variable Booleana. Podemos definir el caso base cuando x
contiene un digito, aunque para esta funcién podemos asumir que el caso base
es g(0) = FALSE. Por tanto, la simplificacién natural consiste en eliminar



algun digito del pardmetro original. Como resulta mucho mas sencillo eliminar
el digito menos significativo (realizando una divisién entera por 10) que el
mas significativo, elegimos la simplificacién x div 10. De esta manera, ademas,
podemos usar la operacion x mod 10 para recuperar el valor del digito menos
significativo. Finalmente, tenemos el siguiente proceso:

flxzy)  — yVvV,odd(d;)
I I = z=177
flz div 10,2) — 2V /", odd(d))

Donde x div 10 = Zgo d, - 10°, con d, # 0. En este momento, es dificil
despejar z ya que no hemos definido la correspondencia entre los digitos d y
d', ni entre el nimero de digitos m y m/. Sin embargo, es ficil ver que:

m—1=m' y dip1 = d;
Con lo cual, sustituyendo obtenemos:

f(z,y) — YV Vi, odd(d;)
I I = z =y V odd(dy)
flz div 10,z) — 2V /", odd(d;)

Por lo que el algoritmo final es:

Fla,y) = Y stz =0
HY= f(z div 10,y V odd(x mod 10)) siz >0

donde g(x) = f(z, FALSE).



3.4. Suma de los elementos de un vector

En este ejemplo parte de la dificultad reside en especificar la funciéon que
queremos desarrollar. Dado un vector v (por ejemplo, de niimeros reales) de
longitud n, la funcién debe admitir ambos parametros:

n

g(v,n) = vl

=1

La férmula contiene un sumatorio, con lo cual parece razonable utilizar la
siguiente generalizacion:

f(v,n,a) =a+ Zv[@]

Como casos base podemos considerar g(v,0) = 0 o g(v,1) = v[1]. Por tanto,
tiene sentido que el parametro asociado a la longitud del vector se decremente.
Asi, tenemos:

f(va n, a) — a-+t Z?:l U[Z]
I I = z=a+v[n
floon—1,2) — z—i—zgllv[i]

de donde resulta sencillo despejar el valor de z. El algoritmo final es:

a sin=20
f(v,n,a) = { f(v,n —1,a+v[n]) sin>0

donde g(v,n) = f(v,n,0)

10



4. Ejemplos mas complicados

En este apartado se analizan particularidades del método como:

= La eleccion de una generalizacién adecuada
= La inclusiéon de varios pardametros adicionales
= Su uso con funciones que admiten la recursividad multiple

= Su uso cuando se desconoce una férmula para la funcion

4.1. Eleccién de una generalizacion adecuada: factorial

La eleccién de una funcion general es importante para disenar una funcion
recursiva eficiente. Veamos qué ocurre si elegimos la siguiente generalizacion
para el caso del factorial:

f(x,y) =y +a!

En ese caso, volviendo a tomar x — 1 como la simplificaciéon hacia el caso base,
obtenemos:
f(z,y) — y+a!
1 I
fla—1,2) —  z+(x—-1)!

de donde podemos despejar z de la siguiente manera
z = y+al—(e-D=y+(x-1)-(z -1 =
= y+(@—-1) f(z—-1,0)

Nétese que es necesario introducir una llamada a la funcién general (aunque
en este caso con el parametro = — 1) en el propio parametro z. El resultado es
un algoritmo correcto que utiliza recursividad anidada (que generard un érbol
de recursion binario, y por lo tanto sera ineficiente al tener una complejidad
exponencial):

1+y six=0
f(xvy):{f(x_17y_|_($_1).f(x—1,0)) six >0

donde n! = g(x) = f(z,0).

11



4.1.1. Conclusiones sobre la eleccién de la funcién general

En general, sumar una variable cuando la férmula original involucra un
productorio, o multiplicar por una variable cuando la férmula contiene un
sumatorio, conduce a una solucion con recursividad anidada. Para el factorial,
la generalizacién (z!)Y también lleva a la recursividad anidada.

Por 1ltimo, el tipo del parametro adicional también debe tenerse en cuenta
a la hora de implementar la funcién. Si hubiésemos escogido la generalizacion
f(z,y) = z!/y, entonces la regla recursiva seria f(x,y) = f(x — 1,y/x), y el
segundo parametro tendria que ser real en lugar de entero.

4.2. La inclusion de varios parametros adicionales: cam-
bio de base

En los ejemplos anteriores sélo se anadia un parametro a las funciones
generales. En este caso habra que incluir dos pardmetros (sera necesario realizar
dos iteraciones del bucle descrito en la metodologia.

Dado un entero = (expresado en base 10), y una nueva base 2 < b < 10, el
objetivo es disenar una funciéon que devuelva un nuevo entero que represente
a x en dicha base b. La férmula para la funcién es:

n
g(x,b) = Z(R2 -10%)
i=0
donde n es el nimero de digitos que tendria el nuevo niimero en base b, y los
coeficientes R; pueden calcularse mediante las siguientes relaciones de recu-
rrencia:

R — z mod b siti=0
v Qi,1 modb siit>0

0, — z divb sit=0
v Qi,1 divb sit1>0

Como la funcién contiene un sumatorio, una posible generalizaciéon podria
ser:
n
fla,bs) =s+ ) (R -10°)
i=0
Ademas, una simplificacién logica hacia el a caso base es x div b. En este
escenario tendriamos:
f(x,0,5) — s+ > (R - 107
I I

f(z div b,b,z) —  z4+ > " (R;-10"1)

12



Sin embargo, despejar z es complicado. Por tanto, es necesario volver a algin
paso anterior de la metodologia. Asumiendo que la formula para g es correcta,
podemos volver al paso 2 e incorporar un nuevo parametro para formular una
segunda funcién general h. En este ejemplo, se puede apreciar como el despeje
de z se habria simplificado si hubiésemos podido multiplicar el sumatorio de
abajo por 10. Por tanto, podemos incluir un nuevo pardmetro que multiplique
al sumatorio, lo cual resulta en:

h(.ﬁU,b,S,p) =s+p- Z(Rl ' 101)

i=0
De esta manera, tenemos:

h(xa ba Sap) B S+p- Z:L:()(Rz . 101)
I I

h(z div b,b,z,y) —  z+y->.o (R -1071)

de donde es facil ver que las expresiones de la derecha son iguales si z =
s+ pRy = s+ p(x mod b), e y = 10p. Finalmente, el algoritmo recursivo final

es:
S sizx =0

h(x7b7 87p> = { h/(x dZ’U b, b7 S +p($ mOd b)7 10p) Si T > O
donde g(z,b) = h(z,b,0,1).

4.3. Meétodo con funciones que admiten recursividad
multiple: niimeros de Fibonacci

El n-ésimo numero de Fibonacci F,, = F,,_1+ F,,_o, con Fy =0y F; =1 se

de calcul di lgori i i illo d lejidad ©(n)!
puede calcular mediante un algoritmo iterativo sencillo de complejida (n)',
o un algoritmo recursivo por cola que calcule sucesivos ntimeros de Fibonacci
y almacene sus valores en dos parametros, cuyos valores iniciales determinaran
el resultado de la funcion.

La eleccién de una generalizacion para esta funcién es mas compleja, por
lo que vamos a analizar varias posibilidades.

'Existen algoritmos para hallar niimeros de Fibonacci con complejidad ©(logn).

13



4.3.1. Primera generalizacion

Aplicando la metodologia no resulta complicado hallar un algoritmo recur-
sivo final correcto, aunque ineficiente. Si g(n) = F),, podemos considerar la
generalizacion:

fny) =y+F,

Simplificando hacia los caso base tenemos:

I I =>z=y+ F, -
fln—1,2) —  z+4+F,

Dado que F,,_5 = f(n — 2,0), el algoritmo resultante es:

[ 14y sin=1,2
f(n’y)_{f(n—l,y—l—f(n—Q,O)) sin>3

donde F,, = g(n) = f(n,0).
Es importante destacar que el algoritmo anterior utiliza recursividad anida-

da y es ineficiente, ya que tiene la misma complejidad exponencial que el tra-
dicional basado en recursividad multiple: O(¢™).

4.3.2. Segunda generalizacién

Dado que F,, = F,,_1 + F,,_», podriamos proponer la siguiente generaliza-
cion, introduciendo dos parametros:

f(n,a,b) =ak,_1 + bF,_

Haciendo una simplificacién hacia el caso base obtendriamos f(n,a,b) = f(n—
l,z,y) = xF, o+ yF,_3. Sin embargo, como la expresién contiene dos varia-
bles (z e y) no es posible hallar su valor. Necesitariamos formar una segunda
ecuacién y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, pero man-
teniendo las variables z e y en la formula. A simple vista, no parece posible
obtener dicha segunda ecuacién?.

2En realidad los pardmetros a y b son los valores iniciales de los ntimeros de Fibonacci,
con lo cual realmente es posible formar f(n + 1,a,b) = f(n,z,y) = vF—1 + yFn_2, vy ya
con dos ecuaciones se pueden hallar los valores x = a + b, e y = a.

14



4.3.3. Tercera generalizacién

Una alternativa posible, donde si vamos a poder encontrar dos ecuaciones,

es:
a(p—1)+b ap —b

V5 V5

donde ¢ = %5 , v f(nya,b) =T, =T, 1+ Ty, 9, conTy =a,y Ty =0
Es decir, sigue la recurrencia donde un niimero es igual a la suma de los dos
anteriores, y ademas se especifican las condiciones iniciales. La expresién es
simplemente el resultado de resolver la ecuacién de recurrencia con las condi-
ciones iniciales (obteniendo una expresion no recursiva).

f(n7 a, b) = " + (1 - ¢>n

En este caso, como se han afladido dos pardmetros (a, b) a la funcién
general, necesitariamos considerar dos ecuaciones que contengan a x e y. Afor-
tunadamente, para la generalizacién propuesta se puede escoger, por ejemplo,
f(n,a,b) = f(n—1,z,y),y f(n+1,a,b) = f(n,z,y). La clave estd en que x
e y representan condiciones iniciales, las cuales podemos fijar. Posteriormente
se resuelve el sistema formado por dichas ecuaciones lineales para hallar x e v,
que en este caso resultan ser x = b, e y = a + b.

4.3.4. Cuarta generalizacién

En este caso, la funcién a considerar tiene una descripcion totalmente di-
ferente, aunque posiblemente mas sencilla. No va a ser una tunica férmula,
sino un conjunto de expresiones. Considérese que f(n,a,b) es una secuencia
G, = G,_1+ G,_9, donde Gy = a y G; = b son los valores iniciales. En ese
caso tenemos:

f(n7 a, b) - Gru GO = a, Gl =b
Il I
f(n—l,l',y) - n—1, H():l’, ley

donde H sigue la misma relacion de recurrencia, con diferentes condiciones

iniciales. Como G,, = H,,_1, entonces Gy =b=x = Hy,y Go = a+b=y = Hy,
completando el caso recursivo.

15



4.4. Metodologia aplicada cuando se desconoce una formu-

la para la funcién: paridad de un niimero

En este caso, el objetivo es disenar una funcién recursiva por cola Booleana
que determine si un niimero natural es impar. Se trata de una version recursiva
de la funcién odd, donde no serd posible utilizar la funcién mod (resto de la
divisién entera).

Se trata de un ejemplo similar al presentado en la Sec 4.3.4, donde no se ha
especificado una funcién mediante una férmula concreta. Al no poder utilizar
ni la funcién odd ni mod, simplemente definimos una descripcion de la funcién
que queremos implementar:

g(x) = x es impar

El siguiente paso consistiria en crear una generalizacion anadiendo un parame-
tro. En este caso podemos elegir:

f(z,y) =y & (z es impar)

Donde @ denota la funciéon XOR (O exclusiva). La simplificacion hacia el caso
base (0 = FALSFE) consiste en decrementar x. Por tanto podemos considerar:

f(z,y) — y @ (x es impar)
I I =z
flx—1,2) —  z® ((x—1) es impar)

I
<

Donde 3 denota y-negado. El resultado z = ¥ se puede ver analizando la
siguiente tabla de verdad:

ylblydb|zdb|b]| 2
0]0 0 0 171
01 1 1 01
110 1 1 10
11 0 0 010

donde b = (z es impar), por lo que b = ((z — 1) es impar).
Por ultimo, como f(0,y) =y ® FALSE = y, la funcién queda definida de
la siguiente manera:

six=0

Y
f(x’y):{f(x—l,gj) sixz >0

donde g(z) = f(x, FALSE).
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