Ejercicio 1. [1 punto]
Demostrar: nlnn = O(n'**), donde 0 < a < 1.

Solucion:
Podemos demostrar que n'*® (0 < a < 1) es cota superior de nlnn si se

verifica:
. nlnn
lim =
—00 nl-i—a

Procedemos a calcular el limite:

. nlnn o Inn o
lim = lim = —
n—oo nlte n—oo N 0

Aplicando L’Hopital (derivando numerador y denominador) se obtiene:

, 1/n i 1
lim = lim
n—oo qne—1 n—oo qn®

=0

NOTA: se ha utilizado un logaritmo neperiano, pero el resultado es valido
independientemente de la base del logaritmo.



Ejercicio 2. [1 punto]
Simplificar: O(3m® + 2mn? + n* + 10m + m?)

Solucion:
Para simplificar la expresion, en primer lugar, podemos eliminar las constantes,
quedando:

O(m® + mn® +n® + m+m?)

En segundo lugar, resulta trivial ver que los términos m y m? son de menor
orden que m?, por tanto también se pueden cancelar:

O(m?® +mn? + n?)

Finalmente n? también se puede eliminar dado que el término mn? es de mayor
orden. Esto puede comprobarse hallando los siguientes limites:

n2

1
lim =—#00 lim
n—00 an m m—0o0 mn2

n2

=0

Como uno es igual a 0 y otro distinto de 0 se verifica que mn? es de mayor
orden n%. Finalmente la expresién no puede simplificarse més, quedando:

O(m® 4+ mn?)

NOTA: los dos ultimos términos no se pueden eliminar. No se puede afirmar
que m? sea de mayor orden que mn? ya que:

mn? mn?

lim =00 lim
n—0o0 m3 m—0o0 m3

=0

Es decir, un limite es 0 y el otro infinito. Andlogamente, tampoco se puede
afirmar que mn? sea de mayor orden que m? dado que:

m3 m?

Iim — =0 lim
n—oo MnN2 m—oo N2

=



Ejercicio 3. [1 punto]
Demostrar utilizando la definicién de 6: n?/4 + 3n — 1 € 0(n?)

Solucion:
Para hacer la demostracién debemos comprobar que n? es tanto cota inferior
como superior. Es decir, n?/4 +3n — 1 € Q(n?) y n?/4+ 3n — 1 € O(n?).

Q:
Debemos encontrar un par de constantes positivas ¢; y n; tal que se cumpla:

n?/4+43n—1> cin?
para todo n > n;. Por ejemplo, podemos elegir ¢; = 1/4. En ese caso tenemos
n*/4+3n—1>n/4

3n—1>0

Lo cual se cumple para todo n > 1. Por tanto, simplemente escogemos n, = 1.
Finalmente, hemos visto que existen esas constantes y queda demostrado.

O

Debemos encontrar un par de constantes positivas ¢y v ng tal que se cumpla:
n?/4+3n —1 < cyn?
para todo n > ns. Por ejemplo, podemos elegir co = 1. En ese caso tenemos
n?/4+3n—1<n?

n—1< 3n2/4

El orden del termino cuadratico naturalmente es superior al lineal, con lo cual
la desigualdad se va a cumplir a partir de un n dado. En ese caso, se cumple
a partir de n > 4, y podemos elegir no = 4. Una vez mas, hemos visto que
existen esas constantes y queda demostrado.

NOTA: podiamos haber elegido otras constantes. Lo importante es que existan,
no sus valores concretos.
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Ejercicio 4. [2 puntos]

Analizar la complejidad 6 del problema de las Torres de Hanoi para n discos.
Es decir, hallar la expresion no recursiva del nimero de movimientos de discos
T,, para n discos, y describir su cota ajustada 6 . (Ayuda: ver el enunciado del
siguiente ejercicio). El pseudocddigo del algoritmo es:

hanoi(int n, int destino, int origen, int auxiliar)
{
if (n > 0)
{
hanoi(n-1, auxiliar, origen, destino);
<< Mover disco n desde origen a destino >>
hanoi(n-1, destino, auxiliar, origen);
}
}
Solucion:

La expresién recursiva del algoritmo es la siguiente:

T, =21,1+1 To =0

Para resolver la recurrencia y hallar una expresién no recursiva de T,, se puede
proceder de dos maneras:

1.

Expansién de recurrencias:

T, = 2T, ,+1
= 22T, o+ 1) +1=2"T, 5 +2+1
= 202027, 3+ 1)+ 1)+1=2T, 3+4+2+1
2202Q2T, s+ 1)+ 1)+ 1) +1=2"T, 4 +8+4+2+1

Se puede ver, por tanto, que la expresién general es:
i—1
T, = 2'T, ; + Z 2i
§=0
Se llega al caso base cuando el parametro de la T es cero. Es decir, cuando
n—1 = 0. Despejando la i, se obtiene ¢ = n. Sustituyendo en la expresion

obtenemos:
n—1

T, = 2"Ty + Z 27
j=0

Viendo que T'(0) = 0 y resolviendo la serie geométrica queda finalmente:

T,=2"—-1€6(2")




2. Método general de resolucion de recurrencias: La recurrencia se puede

expresar comao:
T,—2T, 1=1-n"-1"

La cual es una recurrencia no homogénea, cuya ecuacién caracteristica

| (#—2(x—1)=0

Por tanto, la solucién final tiene la forma
Tn = C12n + Cgln = 012" + Co

Teniendo en cuenta dos casos base o condiciones iniciales podemos hallar
el valor de las constantes resolviendo el siguiente sistema:

Cl+CQIO:TO
201+02:1:T1

De donde obtenemos ¢; = 1 y ¢o = —1. Finalmente, concluimos que la
solucién es:

T,=2"—1¢€6(2")

NOTA: No es necesario resolver el ejercicio usando los dos métodos. Uno es
suficiente. Por otro lado, también se podia haber escogido el caso base T} = 1
en el método de expansion de recurrencias.



Ejercicio 5. [2 puntos]
En este ejercicio se pide analizar la complejidad 6 del problema de las Torres
de Hanoi Ciclicas para n discos. El algoritmo es:

Clock(n,X,Y,Z) AntiClock(n,X,Z,Y)

if (n>0) if(n>0)
AntiClock(n-1,X,Z,Y) AntiClock(n-1,X,Z,Y)
Move disk n from X to Y Move disk n from X to Y
AntiClock(n-1,Z,Y,X) Clock(n-1,Z,X,Y)

Move disk n from Y to Z
AntiClock(n-1,%X,Z,Y)

Si a la funciéon AntiClock la denominamos A, y Clock C, entonces tenemos
las siguientes definiciones recursivas del nimero de operaciones (movimientos
de discos), para n discos:

0 sin=20
An = {2An_1+C’n_1+2 sin>0 (1)

0 sin=20
Cn = {QAH_1+1 sin>0 (2)

Se pide demostrar:

‘ ~

A, = [(1 V3 (1 - \/5)"“} 1

4

o

Co= = [(1+ V3™ — (1 V3| — 1
S5 VAT -
Solucion:

En este ejercicio el primer paso consiste en eliminar la recursividad mutua, y
expresar las funciones A, y C, en términos de si mismas.

Dado que C,, = 2A,,_1 + 1, decrementando el indice una unidad obtenemos
Ch_1 = 2A,,_5 + 1. Sustituyendo en (1) logramos una definicién recursiva que



solo depende de A, a la que anadimos los dos casos base necesarios:

0 sin=20
A, =< 2 sin=1
2An_1+2An_2+3 sin > 2

Se puede observar que A; = Cy+ 2 = 2. Ademas A, = 7.

También podemos hallar una expresién recursiva de C' solamente en términos
de si misma. Por ejemplo, de (2) obtenemos las igualdades 24,, 1 =C, — 1,y
A, = (Chy1 — 1)/2, que podemos sustituir en (1) para obtener:

Cpay — 1
%:cn—ucn_ﬁz

Cphi1=2C,+2C, 1+3
Finalmente, decrementando el indice y anadiendo los casos base, se obtiene:
0 sin=20
C,=<1 sin=1
2C,1+2C, 9+3 sin>2

Se puede observar que C7; = Ay + 1 = 1. Ademas C5 = 5.

En primer lugar, desarrollamos la férmula no recursiva para A resolviendo la
recurrencia no homogénea:

A, —2A, 1 —2A, =3
La ecuacién caracteristica es:

(22 =22 —2)(x —1) =0
Las raices del primer polinomio son:

24+ 4
x:Tﬁzli\@

Por tanto, la ecuacién caracteristica es:
1+ V3)(1 - V3)(x—1) =0
Y la solucién tiene la siguiente forma:

Ay = (14+V3)" + (1 —V3)" + 51"



Para hallar los valores de las constantes resolvemos el siguiente sistema de
ecuaciones, usando 3 casos base:
01+CQ+63:0:A0
Cl(l+\/§)+62(1_\/§)+63:2:141
C1<1 -+ \/§>2 —+ Cz(l — \/§)2 +c3 = 7= A1
De la primera ecuacién obtenemos
C3 = —C1 — Cy (3)

que sustituimos en las dos restantes ecuaciones para obtener:

Cl<1+\/§)+02<1—\/§) —61—02:2
Cl(l + \/§>2 “1_62(1 — \/g)2 — C1 — Cy = 7
De la primera ecuacién se obtiene la expresion:
2

01:%"‘62 (4)

que sustituyendo en la segunda se puede verificar que el valor de la constante

o _V3-2 2B 4-2v3 (1B

2v3  2V3 43 43
Sustituyendo el valor de ¢y en (4) se obtiene:
o2 V32 24V 4423 (143
VBT 28 2B 48 13

Finalmente, sustituyendo ¢; y ¢ en (3) se obtiene ¢3 = —1, con lo cual la
definicién de A resulta ser:

A, = ﬁ [(1 +V3)? (1 - \/3)"+2] —1 €o((1+v3)") (5

tal y como se habia pedido.

C2

La expresion no recursiva de C), se puede hallar de forma andloga, resolviendo
un sistema de ecuaciones lineales. Sin embargo, dado que ya se ha calculado
una expresion no recursiva para A,, podemos combinar (2) y (5) para hallar

Ch:

C,=24, 1 +1=2 {4_\1/3 [(1 FV3)mH - (1 \/§)"+1} . 1] +1

C, = VB = (1= VB =1 e a((1+ VA))

1
AL



Ejercicio 6. [1 punto]

Determinar la complejidad 6 del siguiente algoritmo: se trata de ordenar los
elementos de una matriz cuadrada, por filas, utilizando una variante del algo-
ritmo de ordenacién Bubble-sort (Burbuja).

2|3 |6 |13 1121313
14111313 4 15|55
4 |65 |5 |::> 6|6 |7 |8
Tl1nf12] 2 1011213 | 14

Solucion:

La variante del algoritmo podria consistir en transformar la matriz en un vector
auxiliar, ordenarlo, y volver a convertir el vector ordenado en una matriz. Otra
posibilidad seria realizar la ordenacion sin el vector auxiliar. En cualquier caso,
la solucion a este ejercicio depende de la medida que usemos del tamano de la
matriz cuadrada. De esta manera podemos considerar dos posibilidades:

= Si suponemos que la matriz cuadrada tiene n elementos (tendria /n filas
y columnas), entonces el algoritmo tendria complejidad cuadrética:

0(n?)

va que el algoritmo de ordenacién Bubble-sort tiene complejidad 6(n?),
tanto en el peor como el mejor caso, para un vector de tamano n.

= Si suponemos que la matriz cuadrada tiene n filas y columnas entonces
el niimero de elementos de la matriz es n?, y el algoritmo de ordenacién
sobre n? elementos tiene complejidad:

6(n*)




Ejercicio 7. [1 punto]
Determinar la complejidad 6 del siguiente algoritmo: se trata de ordenar los
elementos de una matriz rectangular, por filas, utilizando una variante del

algoritmo de ordenacién Bubble-sort (Burbuja).

14116 | 5 316 |13 1 2z 3 3 4 4

4 51141 1 3 3 4 5 5 5 516

101 4 4 | 6 5 5 6| 6 Fi 2 5 |10

[ g T 110|112 | 2 1011213 |14 |14 | 16
Solucion:

Este ejercicio es idéntico al anterior, salvo que en este caso es necesario consi-
derar dos parametros a la hora de definir el tamano del problema: el niimero
de filas (n) y columnas (m). De esta manera, la matriz tiene nm elementos,
y el algoritmo de ordenacién Bubble-sort siempre necesita del orden de (nm)?
operaciones. Por tanto, la medida de complejidad 6 para este algoritmo es:

0(m*n?)
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Ejercicio 8. [2 puntos]
Considérese el siguiente algoritmo, que determina si una matriz cuadrada A
de tamafio N x N es simétrica (A = AT):

es_traspuesta = TRUE;

c=1;
while (c<=N) AND es_traspuesta
f =N;

while (f>c) AND es_traspuesta
if A(f,c) =A(c,f)
es_traspuesta = FALSE;

end

f =1£-1;
end
c = c+l;

end
return es_traspuesta

Se pide hallar la complejidad 6 usando el método de “contar pasos” (se valo-
rard el uso de sumatorios en la respuesta).

Solucion:
Analizamos la complejidad del algoritmo en el mejor y peor caso:

= Mejor caso: Si los dos primeros elementos comparados de la matriz son
diferentes entonces el algoritmo devuelve el valor FALSE en un niimero
constante de pasos, independientemente del tamano del problema. Por
tanto la complejidad en este caso es:

6(1)

= Peor caso: El peor caso ocurre cuando la matriz es simétrica, y la varia-
ble es_traspuesta siempre toma el valor verdadero. Para usar la técnica
de “contar pasos” podemos dividir el algoritmo en los siguientes bloques:

11



es_traspuesta = TRUE;

c = 1. Blogque 1
while (c<=N) AND es_traspuesta E||I:|ql_le 2
Blogue 3
Blogue 4
if A(f,e) ~= Ale,£f)
23 traspuesta = FALSE;
Blogue 5
Blogue 6
return es_traspuesta E|DqUE T

Considerando que cada bloque tarda una unidad de tiempo (podriamos
usar diferentes constantes para cada bloque), la férmula para el tiempo
de ejecucion suponiendo que la matriz es de tamano N es:

N c+1
Toy=1+> [1 #1414y [1+1] +1] +1 +1
c=1 f=N
Simplificando y resolviendo los sumatorios se obtiene:
N c+1 N
T(N)=3+Y [4+) 2] =T(N)=3+> [4+2(N —0)]
=1 f=N c=1
al N(N +1)
T(N) :3+4N—|—2N2—2Zc:3+4N+2N2—2T
c=1

T(N)=N?>+3N+3 €0(N?)

NOTA: La agrupacion de bloques podria hacerse de varias maneras, lo cual
origina diferentes polinomios de grado 2. Por ejemplo, los bloques 3 y 6 se
ejecutan el mismo ntumero de veces, con lo cual podrian haberse representado
mediante un solo bloque. Por otro lado, aunque no es relevante de cara a la
complejidad del algoritmo, en la formula se han tenido en cuenta las ultimas
comparaciones de los bucles en las que la condiciéon es falsa.

12



Ejercicio 9. [5 puntos]

Considérese un algoritmo que procesa una serie de nimeros en base 2 distintos
del 0. Para cada ntimero empieza a procesar cada bit (realiza una operacién
por bit), empezando por el bit menos significativo, hasta el bit méas significa-
tivo, pero para en el momento que encuentra el primer 1. La siguiente figura
ilustra las operaciones (sombreadas) que haria con todos los niimeros de 4 bits
distintos de 0, es decir, procesa desde el 1 hasta el 15.

el e B Bl Bl Bl Bl B == (e e (e (e (e e (s

= D 2wl D 2D 2D =D =2 D = D =D

|

Si se procesan todos los numeros el algoritmo habra realizado 26 operaciones
(que es el numero de bits sombreados).

Se pide hallar la complejidad 6 para este algoritmo si procesa todos los
nimeros:

a) Contando operaciones (1 punto)

b) Resolviendo la recurrencia no homogénea mediante la técnica de expansién
de recurrencias (2 puntos)

c) Resolviendo la recurrencia no homogénea mediante el método de resolucién
de relaciones en recurrencias (2 puntos)

13



Solucion:

a) Analizando las operaciones que se realizan por cada columna, empezando
desde el bit mas significativo al menos, podemos ver que la secuencia es
1,3,7,15. .. Es decir, para n bits el nimero de operaciones que se realizan
se puede expresar como:

n

Tn:Z(Zi—l):iT—n

=1

Por tanto, resolviendo la serie geométrica:

T,=2"""—2-—n €2

b) En primer lugar, es necesario obtener una férmula recursiva del nimero de
operaciones que se realizan. Podemos descomponer el niimero de operacio-
nes de la siguiente manera:

:D Tn-1

s ) I e ) (e ) e I T e [ ) e

-~
_x_x_x_xC)GQE—\—\—\—i(DQC:'Q
_x_xC)CJ—L—kC:IE—k—kC:-D—k—kC:-CD
_xg_xO—LO—tE—kC-—tD—kCl—tD

——> n

:D Tn-1

RSN R ' [NV QRN [N S

Para n bits contamos n operaciones (correspondientes a la palabra central
2"~1) ademds de resolver dos veces el mismo problema para n — 1 bits, la
férmula recursiva es:

Tn = 2Tn—1 +n T() =0 (6)

14



Una vez hallada la férmula recursiva procedemos a realizar la expansiéon de
recurrencias:

T, = 2T,.1+n
= 22T, s +n—1)+n=2"T, 5 +2(n—1)+n
= 2227, 34+n—-2)+n—1)+n
=2°T, 3+2°(n—2)+2(n—1)+n
= 2122274 +n—-3)+n—-2)+n—1)+n
=2, 4 +2°(n—3)+2°(n—-2)+2(n—1)+n

Se puede ver, por tanto, que la expresion general es:
i—1 i—1 i—1
T, =2Ti+ ) 2(n—j)=2Ti+) n2 =) jo
§=0 =0 §=0

El caso base se alcanza en Ty = 0. Es decir, cuando 7 = n. Realizando las
correspondientes sustituciones obtenemos

n—1 n—1 n—1
T,=) n2 = j2=n@" —1)- ) j¥ (7)
=0 =0 =0

La dificultad en este ejercicio radica en hallar una expresién para el suma-
torio de la férmula anterior:

n—1
2]2]:121+222+323_|_+<n_1)2n71 (8)
j=0

Para hallarla partimos de una serie geométrica general:

™ —1

S=1l4z+2>+- 42" =
r—1

derivando S con respecto a x obtenemos la siguiente igualdad:

mz™ Nz —1) — (2™ — 1) _

2 m—2 _
1+2x+32" 4+ +(m— 1z = 1)

_oma™ — mx™ 1 — 2™+ 1
N (z—1)2

Multiplicando por x a ambos lados obtenemos:

m+1 mx™ — xm—l—l +

(x —1)2 (9)

' +222 + 32+ + (m— 1™ =

15



Por tanto, podemos ver que el sumatorio que queremos calcular en (8) es
idéntico al descrito en (9) realizando los cambios x = 2 y m = n. De esta
manera, tenemos:

2-1)y n n +

"Zl i n2 2 — 2 4
J
7=0

Finalmente, sustituyendo en (7) obtenemos la expresién final de T),:

T, =n2" —n—n2"" fn2n 2" 2 =9 _n_2 ¢cg(2")

c) La ecuacién caracteristica de asociada a (6) es:
(x—2)(x—1)>=0
Por tanto, la solucion tiene la siguiente forma:

T, = 12" + 21" 4 c3nl™ (10)

Para hallar el valor de las constantes debemos resolver el siguiente sistema
de ecuaciones (teniendo en cuenta que Top =0, 77 = 1, y Ty = 4):

Cl+02:O:TO
2C1+CQ+03:1:T1
461+CQ+203:4:TQ

Resolviendo el sistema se obtiene ¢; = 2, ¢co = —2, y ¢3 = —1. Por tan-
to, sustituyendo en (10), la expresion final del nimero de operaciones en
funcién del niimero de bits n es:

T,=2"""—2-—n €2

NOTA: El algoritmo tiene un coste exponencial dado el niimero de bits de las
palabras. También podriamos haber calculado la complejidad en funcién del
numero total de palabras procesadas (m). En ese caso, dado que m = 2" — 1,
bastaria con realizar la sustitucién (n = logy(m+1)) en la férmula del nimero
de operaciones T}, = 2" — 2 — n:

T'(m) =2 -2 _Jog,(m 4 1) — 2 =2m — logy(m +1) € 6(m)

16



Ejercicio 10. [4 puntos]

NOTA: no es necesario realizar el siguiente ejercicio. Se ha descartado dado
que la mayor parte del trabajo consiste en realizar calculos de manipulacién
algebraica. En este documento simplemente se enuncia el problema y se dan
pistas para poder resolverlo.

Considérese la siguiente funcién general:
a sii=1
Gi=4q 0 sii =2
C+Gi_1+Gi_2 81223

Se pide demostrar (resolviendo la relacién de recurrencia), y conociendo que
o —(L—¢)" "¢
= 11

7 7 (11)

donde F;, es un numero de Fibonacci (F,, = F,, 1+ F,,_o, F1 =1, F; = 1), con

1445 1-V5
2 2

F, =

¢ ¢ =

que se verifica:

a sit=1
CLFi_Q—l-b.Fi_l—l-CE—C 81223

Solucion:

Se dan unas pistas para poder resolverlo. En primer lugar, se parte de la
expresion G; — G;_1 — G;_o = ¢, que es una recurrencia no homogénea. La
ecuacién caracteristica es (z? —x — 1)(z — 1) = 0. Las raices de (z° —z — 1)
son ¢y gzg De esta manera la férmula tiene la forma:

Gi = Clgb” + C2¢n + c3
A continuacién tendriamos que crear un sistema de 3 ecuaciones para hallar

los valores de las constantes. Podemos usar G, Gy, vy Go =b—a — c.

Posteriormente resolveriamos el sistema, donde debemos expresar los valores de
las constantes en términos de ¢ y ¢. Para hacer las oportunas simplificaciones
es importante tener en cuenta las siguientes identidades:

~ ~

0=1-¢ o=1-¢ ¢F=0+1 F=0+1

Por ltimo, usando (11) y la relacién F,, = F,_1 + F,_» es posible llegar al
resultado final.
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