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Traslacion y Rotacion
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Rotacion: Opciones
|

e La rotacion tiene 3 grados de
libertad, pero no hay una opcion
estandar para describirla:

—Angulos de Euler. 3 valores, pero dificil
de operar.

—Matriz de rotacion. 9 valores.
— Cuaternion (quaternion). 4 valores.
—Teoria de tornillos (screw motion).

®
@
L

[ e

Matriz de Rotacion
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Matriz de Rotacion

e Propiedades:
—Sus columnas son los ejes rotados
—Determinante unidad det(R) =1
—Ortonormal

RIR=I=RT=R"!
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e Velocidad lineal v
» Velocidad angular w

Velocidad

S

— Mddulo: velocidad de
giro (rad/s)

— Direccion: vector alrededor
del cual se gira

» Velocidad de un punto:

p=v-+wx(Rr)
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Coordenadas locales del punto p
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Velocidad Vs.

Derivada del Estado
a

» Velocidad lineal = derivada de la posicion
del centro de masas X =V

e La velocidad angular NO es la derivada de
la matriz de rotacion

R=(a 8 7)
P.?:(dﬁ"y):(an wX B wXxy)
. 0 —w: wy
R=w'R w'=| w; 0 —wz
_CUy Wy 0 .;0
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El producto vectorial es una transformacion lineal,
por lo que se puede representar como una matriz

Dinamica de una Particula

mx =F

e 2 Ley de Newton:

Momento Lineal p=mv

e Conservacion del Momento Lineal:
p=F

— En ausencia de fuerzas, el momento lineal no cambia.

— La 2 ley de Newton es un caso particular de la
conservacion del momento lineal, para masa constante.

@
L 2]
&

Cl

Conservacion del Momento
Aplicacion al Solido Rigido

N

Sistema de particulas Sdlido rigido
e Para una particula: < Velocidad del sélido rigido:
dp = dmv V,w
- Para todo el sistema: = Ecuaciones dinamicas:
[vdm = [dF p=F L=T
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Se reescribe la ley de conservacién del momento para el sistema de
particulas, pero utilizando las velocidades de sélido rigido
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Dinamica del Sdlido Rigido
[
e Traslacion:

/ p:/m V‘:\F\

Variacion del Masa total Aceleracion del Fuerza total
momento lineal del sélido centro de masas sobre el soélido

e Rotacion:

L="T
Variacion del Par/torque total
momento angular sobre el sélido
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Par / Torque

- “Fuerza” aplicada fuera del
centro de masas, y que
hace girar

e Se puede interpretar como
dos fuerzas de igual
magnitud pero contrapuestas
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T = (Rr) x F
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Coordenadas locales del punto p

Momento Angular

L = Muw

N

Momento angular Tensor de inercia Velocidad angular

 Mide la velocidad a la que gira la masa; tiene
en cuenta la distribucion de masa en el objeto
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Masa e Inercia

e Centro de masas:
— La gravedad de las particulas produce un par.

— Hallar un punto que, al aplicar en él la masa total,
el par sea el mismo.

frpdV Integral sobre
X = “—F—— el volumen
f pdV
Densidad
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Masa e Inercia Rotacion e Inercia

[ [
e Tensor de inercia = Al variar la rotacion del objeto, varia su
— Representa la distribuciéon de masa en el objeto; tensor de inercia.
resistencia a acelerar con respecto a varios ejes. - Pero se puede calcular de manera sencilla
Mz = [ p(y2 + 22)dV conociendo la rotacion:
Mzy Mq:y My > >
M= | Myz My, My, Myy = [ p(x? + 22)dV M — RMoRT
Mz sz M _ 2 2
Mz, = fp(y Tz )dV \ Tensor de inercia en
Ma:y = Myaz = f —pxde coordenadas locales
M = — [ prir*dV My, = Myy = [ —pxzdV e Incluso la inversa es sencilla:

My, = Mzy = [ —pyzdV — ode
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Ecuaciones de Newton-Euler Integracion Numeérica

. o
L » Euler explicito (modificado):
e Traslacion:

1. Sumar fuerzas F=YF, T=YRr)xF,+>T;

Integrar traslacion v« v+ AF  x—x+ Aty

Rotacid Integrar momento angular L — L+ AtT
e rROotaclon:
Calcular velocidad angular w=M"1L

L T aprox.
Integrar rotacion R «— R+ Atw*R

L=T = ) _7 o |Mi=T-wx(Muv)

—Aqui se aprecia la influencia de la Reparar rotacion

variacion de la inercia.
—No conviene implementar esta ecuacion.
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Cl




Integracion Numeérica

-
e Para un solido rigido en movimiento libre,
suele ser suficiente con Euler explicito.

e Puede que necesitemos Euler implicito si
tenemos muelles muy rigidos.

e Los cuerpos alargados tienen poca inercia
alrededor del eje principal, y también dan
mas problemas en la integracion explicita.

Ortonormalizacion de la

Rotacion
R

e Al integrar la rotacion, deja de ser ortonormal.

e Algoritmo de ortonormalizacion (p.ej. Gram-
Schmidt).

R=(a 8 7)
@ Taf
B—pB—(Bla)a
8= 181
Yy—axp
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Cuaterniones
a

e Definicion del cuaterniéon mediante vector y angulo

(z y 2)= Sin(Q/Q)El\Eje de
s — COSQ) rotacion

=~ Angulo
La rotacion de un vector se puede expresar
mediante un producto de cuaterniones.
Ventajas: utilizando cuaterniones es sencillo
interpolar rotaciones.

Derivada de la rotacion usando cuaterniones

q=1/4(w 0J[olq
S~Producto de
cuaterniones

q=(z y z s)

. —_—
Cuaternion formado por la
velocidad angular y s=0
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Impacto (Sin Friccion)

e Impulso (instantaneo):
ja=Jn jy=—jn

e Variacion del momento:

Mawa = Mawg,0 + (Rara) X (jn)

b

maVa = mava’o + jIl
mpVy = mpVp o — J0 Mywp = Mywp 0 — (Rprp) X (jn)

e Coeficiente de restitucion:

T — T
" Vi = —€N° Vgl 0

« Juntandolo todo:

—(1-|-e)nTvrelyo e0e
e tHtnT (Mgl ((Rara) ><n)) X (Rara)+nT (M;l ((Ryrp) x n)) x (Rpry) u
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Friccion

e Ley de Coulomb:

— La fuerza de friccion (tangencial) sera mayor a mayor
fuerza normal.

— Pero ha de ser disipativa. Es decir, tiene un maximo, y
nunca cambiara el sentido de la velocidad tangencial.

Impulso tangencial maximo: jt,max = WJn
Velocidad relativa tangencial: Ve[ t

- Si al aplicar el impulso tangencial maximo, la velocidad
relativa no cambia de sentido, se aplica dicho impulso.

- Si la velocidad cambia de sentido, entonces se aplica el
impulso tal que cancela la velocidad tangencial.

e

Investigacion Solido Rigido
[

e Algoritmos de resolucion de
contacto entre pilas de solidos

e Control de trayectorias (animacion
dirigible)
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