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Introduccion: elemento 1D lineal sometido a
traccion-compresion

Supongamos una barra elastica de seccion constante
sometida a traccion-compresion.

Se divide el dominio (la barra) en porciones menores
[lamadas elementos y se estudia el comportamiento del
material en cada uno de los elementos.

Se comenzara estudiando el caso de un unico elemento de
barra sometido a dos fuerzas axiales aplicadas en el centro
de gravedad de las secciones externas.

A continuacion se considerara el caso de varios elementos
dispuestos de manera lineal, que permitira introducir el
concepto de ensamblado de las matrices de rigidez de los
elementos en una unica matriz global.



Campo de desplazamientos y deformacion
unitaria

o El efecto de las fuerzas a las que esta sometida la
barra es causar un deformacion en la misma.

» Consideraremos que, para todas las particulas de la
barra, el campo de desplazamientos dependera
solo del eje x: u= u(x)

e Este campo de desplazamientos puede
aproximarse mediante las funciones de forma
lineales (o funciones de peso) N;(X) y N,(X):

u(z) = 1 N1 (x) + s No(x)



siendo: Ni(z) = (1 —z/L)
No(z) = /L

donde L es la longitud de la barra'y U, y U, son los
desplazamientos en los nodos 1y 2 (a ambos
extremos del elemento).

La expresion para los desplazamientos es, entonces:
(]
£ £
L) LI g,

= {N1(z), Nao(z) } « 1} = N.i




donde N es una matriz que contiene las funciones de
formay U es el vector de incégnitas nodales.

e La deformacion unitaria en un punto cualquiera
de la barra (supuestas pequenas deformaciones):

£ = = Su=5N.ia

siendo Sun operador matricial, que en este caso se

reduce a una unica componente: ai
X



» El producto del operador matricial Sy la matriz de
funciones de forma N da como resultado la matriz
B:

%,

B = SN = o {Ni(x), Ny(z)}

| ON; ON, _{_l l}
)l 8z 6x | L’ L

Pudiendo expresarse entonces la deformacion
unitaria £ como:

e = SN
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Tension y deformacion

 El comportamiento de un material frente a una
variacion de tension puede describirse mediante su
ecuacion constitutiva o ley de comportamiento:

Agz'j = DijkIAEkE

siendo o Yy € los tensores de tension y deformacion
(segundo orden), y D el tensor constitutivo (cuarto
orden).

e Para un material elastico lineal en el caso 1D Ila
expresion anterior se reduce a:

Ao = FAe



siendo E el mddulo de elasticidad del material.

Si ademas, tanto la deformacidn como la tension
Iniclales son nulas:

o= Fe

Y podremos encontrar una aproximacion de la
tension en funcion de la deformacion:

c=FEBu




Trabajo virtual de las fuerzas externas

e Supongamos dos fuerzas exteriores aplicadas en
los extremos de la barra: F;enelnodo1yF, en el

nodo 2.

 El trabajo virtual de las dos fuerzas externas sera:

5We¢:t — (9'1:51 Fl + (S'ﬂﬂg FQ

0 expresado en forma matricial:

5We:.:t — {5'&1,5ﬁ2} {

\ — &L F
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e S| ademas actuan sobre la barra fuerzas de masa a
lo largo de su eje, habria que anadir el siguiente
término:

SWE — / b bu dV
vol
donde b es la fuerza por unidad de volumen a lo

largo del eje x, extendiéndose la integral a toda la
barra.

Podemos expresar la integral anterior en funcion
de los desplazamientos nodales:
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5W£ﬂ:t — f E’]((S"ijﬂl:I 5ﬁ2) \ . dvﬂi
vol NQ(I)

@&

L
SWP  — 667 b]{lm_ E}Adm
o \L

siendo A la seccion de la barra. En caso de que esta
sea constante, la expresion anterior se reduce a:
1
~bAL
b _ AT
SW2 ., = ol {%ML}

2
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Que equivale a distribuir entre los dos nodos la
fuerza total bAL que actua sobre la barra.

Denominando: - .
AL

T
@y
]
-
"t

1
VAL
El trabajo virtual de las fuerzas externas:

§W,pe = 60" {F + Fy}
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Trabajo virtual de las fuerzas internas

 El trabajo virtual de las fuerzas internas viene
dado por:

§W.., — / 8 o dVy

en la que se pueden aproximar tanto los
Incrementos virtuales de deformacion como las
tensiones empleando la aproximacion al campo de
desplazamientos:

st = 6(B a)T = sa"B”

siendo
oc=FB1u
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sustituyendo en la expresion del trabajo virtual de
las fuerzas internas:

SWs — / sa’BTEB i dV,
ol

y como todos los factores son constantes, la
Integral resulta ser:

SWs — / sa”BTEBadV, - 6a'BTE Bi LA
ol

teniendo en cuenta que B = {—% %}

y calculando el producto BB,
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obtenemos:

. gaT A _EAY
Wi =607 {5y px 0 =060 K

L L

la matriz K se denomina matriz de rigidez de la
barra y es una matriz singular (y por tanto no
Inversible).
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Principio de los trabajos virtuales

 Una vez conocidos los trabajos virtuales de las
fuerzas internas y externas, el Principio de los
Trabajos Virtuales permite establecer Ila
Igualdad:

5Wint — 5WE&:£

y sustituyendo las expresiones obtenidas con
anterioridad:

S0TKd=6a"{F+F,)
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Puesto que el campo de desplazamientos virtuales
puede ser cualquiera, siempre y cuando sea
compatible con las restricciones del movimiento,
tendremos:

que es la expresion del sistema de ecuaciones
obtenido por el Metodo de los Elementos
Finitos (FEM).

Puesto que K es singular, el sistema anterior tiene
Infinitas soluciones, por lo que es imprescindible
Imponer las condiciones de contorno en
desplazamientos para evitar que el movimiento
del elemento sea el de un solido rigido.
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Ejemplo:

Supongamos que el nodo izquierdo (nodo 1) esta
fijo (u;=0). Al aplicar una fuerza en el extremo
opuesto (nodo 2) en el nodo 1 aparecera una
reaccion R, desconocida. El sistema de ecuaciones
sera: r

3 f 3

FA(1 =1 i =0 R
T 11 4 b — 4 >
Us fa
A, ¥ \, .
solucion:
Uy — ﬁ (fz)
EA
Ry = —fy = ——1

L
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Ensamblado

e Hasta ahora se ha considerado la barra discretizada
en un unico elemento lineal.

e Supongamos ahora que la barra esta discretizada
en 2 elementos (3 nodos).

e Siguiendo un procedimiento analogo al anterior,
habra que obtener primero el trabajo virtual de
las fuerzas externas para los 3 nodos:

Wege = 601 Fy + bts.Fy + 6tz Fy

0 bien:
W, = 60 .F

20



siendo {j — (G4, Qo tig) T
F = (FI:'F?}F?JT

» Si existen fuerzas de masa, su trabajo seria el de
los trabajos realizados en cada elemento:

SWE . — f budVy= | BsuldVy+ | bl6uldv,
vol bl b2

la integral correspondiente al primer elemento:

SWe = [ b(Ny(=) iy + Na2) bits) V.

pues:

bu = Nq(z).6U1 + Nao(x).6to
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por tanto:

SWe, = [ b (Ni(x) bty + Ny(x) 8i) dVe

([ Ni(z) bdV)
— {5111} 5{52}4 ;
thQ(I) deJ

o en oy [20A L4
— {5%1?5H2}{zbﬂ L]}
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que se puede escribir como:

2

.\

(2bA L)
b so so go 1)1
6WEﬂ = {6’11,1:. O, 5’1,53}  =bA [,

oy

0

s

Analogamente, la contribucion del segundo

elemento sera:

W22, =

ert

,

{6114, Tig, 613} 4 %

\ 2

0 b
bA Lo %
bA L,

siendo el trabajo total de las fuerzas de masa:
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(1bA L,

1 1
5W5mt — 6W::c1t + oW, bg — {5’U1 (5’1352,5’1;53} {2 bA L1+ EbA Ly

1bA Ly

0 bien
sWE, = 6u'F,

donde F, es el vector de fuerzas nodales
correspondiente al trabajo realizado por las fuerzas
de masa, que puede interpretarse como el obtenido
por “ensamblaje” de las contribuciones de cada
elemento.
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 El trabajo de las fuerzas internas se obtiene
como la suma de las contribuciones de todos los

elementos (en este caso 2):

OWine = 6 Wz‘(nl;t) + 6 H’ﬁg

siendo:

Uy
SW) = (811, big) KO ( )

Us
SWE) = (6iy, btig) K ( )

25



que se pueden expresar cCOmo:
(KO KD 0] (a)

(5W(1) — (5&1,5&2,5&3) K{l) K(I} ()¢ 4 U p

Tt

0 0 0 (i,

(0 0 0 ) ()

SW = (64, 6t us) { 0K K % { aip ¥

0 K(?) K(E) 2y

siendo KO y K@ Jas matrices de rigidez 2x2
correspondientes a los elementos 1 y 2.



El trabajo virtual sera entones:

-

K(l) K(l 0

SWime = 607 { K (K§) + K39) K3 ¢ @

0 KO k@

donde se puede observar como la matriz de rigidez
global se forma a partir de las elementales K& y
K@), Asi, el elemento (2,2) es la suma de las
contribuciones  correspondientes a  ambos
elementos.
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Por tanto, tendremos:

KO g 0 ‘=) (Lp4 Ly "

H
{ K(l) (K(1}_|_ (2))K(2) i = |:2 ¥_|_< %b}l Ly + %bA Lo

0 K3 K R, 1pA L,

0 bien:

que es la expresion del sistema de ecuaciones obtenido
por el Método de los Elementos Finitos (FEM) al cual
habra que afnadir las condiciones de contorno en
desplazamientos para evitar que el movimiento del
elemento sea el de un sélido rigido.
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 En la practica: notacion local para los nodos de
los elementos, y notacion global para los del
material-

Elemento 1 Elemento 2
local || global local || global

1 1 1 2

2 2 2 3

y se emplea para las matrices de rigidez
elementales la notacion local. P.e. Para el
elemento 2 los elementos de la matriz de rigidez

serian:
Kﬁ) K(Q)

(K3 K3
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De esta manera se simplifican mucho los calculos,
aungue para el ensamblaje se necesita conocer el
nodo global al que pertenece uno local. Esta
Informacion se almacena en la llamada matriz de
conectividad con tantas filas como elementos vy
tantas columnas como nodos por elemento,
almacenandose los nodos globales de cada
elemento por filas:

elem  nl n2
1 1 2
2 2 3

__________________________________

(el elemento (2,1) cuyo valor es 2 indica que el primer
nodo del segundo elemento es el nodo 2) 30



Generalizacion del método

Dado un fenomeno fisico cualquiera (ya sea el estudio de un
solido elastico o cualquier otro fenomeno, estatico o
dinamico, ...) lo primero que habra que hacer sera plantear
las ecuaciones en derivadas parciales que lo describan junto
con las condiciones iniciales y de contorno. Una vez hecho
esto, habra que discretizar las ecuaciones para poder
resolverlas por el Método de los Elementos Finitos.

* Problema continuo: Ecuaciones en derivadas parciales

(formulacion fuerte)
~Au=s en QclIR’

u=0 sobre I, (variable prescrita)
nVu=g sobre T, (flujo prescrito)

* Problema discreto: Método de los Elementos Finitos (FEM)
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PASO 1: Discretizacion del dominio Q en elementos

1D: Malla de elementos lineales 1D (también se podrian usar
elementos de orden mayor p.e. cuadraticos)

. . el _ .
g X ‘ 0 !
J nodo 1 nodo 2

La funciones de forma en los nodos del elemento
Isoparamétrico seran:

N, =1-¢ N, =&

y podemos aproximar la funcion escalar u(x,y) en el interior
del elemento como:

2
u9(x, y)=> NG =N®G®
=1
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2D: Malla de elementos triangulares lineales (T3) (otro tipo de

elementos también es posible)

$n

(0,1) 3

2 £
T (0,0) (1.0)

En este caso, las funciones de forma del elemento isoparamétrico

seran:
Ni=1-§—1n No=E& y Ng=n

y podemos aproximar la funcion escalar u(x,y) en el interior del
elemento como:
3
u'®(x,y) = Z NG = N®©G®
=1
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donde:

B=VN =
y COMO: o¢
1| OX

T o

oy

y dxdy=|J|dédn

tenemos que:

B=VN-=

0 19
&Nl(ég’ﬂ)

iNl(f,ﬂ) 0

on oy
OX 1| on
on | |3|| _ox

&Nz(ég’ﬂ)

—N,(¢&,
oy o %)

oy

0¢
OX

oy on

oN, 6N, N,

OX OX OX
ON; ON, ON,

oy oy oy

siendo:

05

Jd =

0

&Ns(ég’ﬂ)

0
_N3 ’
o (&,m)

oX oYy

dc 0Og
oX oYy

on 0n

oN, 6N, N,

0g O0¢ 0¢
6N, 6N, N,

on oOn 0n
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PASO 2: Formulacion débil: EI método de Galerkin

_ jQNTAudQ — jQNTsdQ

i ] Flujo desconocido
Apllcamos el teorema de Green: Flujo prescrito  (variable prescrlta)

L (VN) VudQ = LNTSOQ+ N@dﬁjl\ﬂ

Utilizamos la aproximacion u ~ z N0
=1

L (VN)" VNdQ{ =jNTsoQ+jr N"g dF+J;NTnVu dr

ndem(j (VN®) VNedQuj ndem(jN Q. + j N g dre + jNe nvu dre)

) dfj B B°dQ(° ndzemfe
e=1
nelem nelem

S K= Y f°
e=1 e=1

siendo K°=| B*'B dQ, .



PASO 3: Ensamblado

Para cada elemento, se calcula la matriz de rigidez K¢y el
vector de fuerza f¢, y a partir de ellos se calcula la matriz de
rigidez global K

nodos|| 0 1 .. .. N
(1) nelem

. e
K9 kW K= Z K

JG)I,J—l J(';)l,:r e—1

Kj,j_l Kf,j
N

nelem

y el vector de fuerza global: f = Zfe
e=1

PASO 4: Resolucidon del sistema

Se calculan los valores nodales resolviendo el sistema de
ecuaciones siguiente (+ C.1. + C.C.):

Kia=f
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